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Prefazione

La ricerca di condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza della serie di Fourier di una funzione

periodica
f:R—=R,

¢ un problema aperto dell’Analisi matematica. Infatti, sono note solo alcune condizioni sufficienti
— denominate condizioni di Dirichlet — che compongono un criterio di convergenza puntuale della
serie, noto in letteratura come Teorema di Dirichlet.

Le condizioni di Dirichlet richiedono la continuita a tratti della funzione f (x). Tuttavia nei punti
in cui la funzione ha una discontinuita di prima specie, la serie di Fourier converge verso

% [lim f(x)+ lim_f (x)] :

T—Ty T—T

essendo x( il punto di discontinuita. Inoltre, tali punti di discontinuita danno luogo al cosid-
detto fenomeno di Gibbs, che consiste in oscillazioni dello sviluppo in serie con conseguente non
convergenza, come possiamo vedere dal grafico di fig. 1.
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Figura 1: Approssimazione di una funzione a gradino con il suo sviluppo in serie di Fourier troncato a
vari ordini. La serie di Fourier converge a V /2 nel punto di discontinuita di prima specie xo = 0, ma
in un intorno Is (xg) = (—0,0) esibisce delle oscillazioni che distruggono il processo di convergenza
per x € Is (xo) — {xo}. Un comportamento analogo agli estremi dell’intervallo di periodicita, dove la
funzione ha ancora una discontinuita di prima specie.

Questo lavoro e costituito da esperimenti computazionali eseguiti nell’ambiente di calcolo Math-
ematica, il cui scopo e quello di analizzare le cause della non convergenza della serie. Fondamental-
mente, ’approccio si articola in due parti:

1. 11 ruolo svolto dalla derivata di f (x)
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2. Il ruolo svolto dalla monotonia di f (z).

Per quanto riguarda la derivata, mostreremo che la non convergenza ¢ dovuta non alla discontinu-
ita di prima specie, ma alla non lipschitzianita della funzione f (z). Ricordiamo che una funzione si
dice lipschitziana se i suoi rapporti incrementali sono limitati in modulo (Appendice D). Ad esempio,
nel caso di un impulso a gradino (fig. 1) se da z < 0 ci avviciniamo a x = 0, la funzione “salta” da
0 aV > 0 in corrispondenza di un incremento Ax = 0 della variabile indipendente. D’altra parte,
come ¢ ben noto [1], la derivata di una funzione a gradino non ¢ definita come funzione, ma come
distribuzione. In parole povere, i rapporti incrementali di una funzione con discontinuita di prima
specie non sono limitati in modulo, da qui la non lipischiztinita della funzione medesima. Tuttavia,
la somma parziale di ordine n associata alla serie di Fourier di f (z):

- 2k 2k
%—i—;{akcos( ;x)—l—bksin( ;x)},

e una funzione lipischitziana. Ne consegue che affinche si verifichi un’approssimazione del tipo:

flz) ~ % + 2": lak cos (2@7?3) + by, sin <2/£j7ﬂr:x)} ,

k=1

la funzione f (x) deve essere lipschitziana. Nel caso contrario, la somma parziale non riesce a ricostru-
ire la pendenza (co) del grafico di f(x). E cio si verifica proprio nel caso di una discontinuita di
prima specie. Aumentare 1’ordine di approssimazione non serve, poiche la somma parziale conserva
la lipchitzianita.

La non lipischitzianita si presenta anche nel caso di funzioni continue. Un tipico esempio e offerto

dalla funzione
f(z) =z, (1)

che non ¢ lipschitziana, giacche la derivata prima f’(z) “esplode” in singolarita:

lim f'(z) = lim

1
z—0t z—0t 2\/§ = +oo,

onde i rapporti incrementali di (1) non sono limitati in modulo. Quindi, per una funzione del tipo:

Ve, se0<z<m

f(:c):{_\/_—% se —1<x<0’ 2)

la serie di Fourier non converge in un intorno di x = 0, come possiamo vedere dal grafico di fig. 2.

Riguardo al punto 2, cioe alla monotonia della funzione, le condizioni di Dirichlet richiedono una
monotonia a tratti di f (), nel senso che deve essere possibile partizionare 'intervallo di periodicita
in intervalli parziali in cui f (z) & monotona. Cid implica che comunque prendiamo un sottoinsieme
dell’intervallo di periodicita, la funzione ammette ivi un numero finito di massimi/minimi.

Per quanto precede, il punto 2 & collegato al punto 1 poiche la monotonia ¢ controllata dalla
derivata.

Nella sezione 3.4 abbiamo costruito una classe di funzioni derivabili in R (quindi continue) e
imfinitamente oscillanti al finito, nel senso che ogni funzione della classe compie un numero infinito
di oscillazioni intorno a un punto assegnato xy. Ne consegue che una tale funzione non ¢ monotona a
tratti, poiche in ogni intorno di xy cade un numero infinito di massimi e minimi. Abbiamo mostrato,
via software, che la serie di Fourier di una tale funzione pur riuscendo convergente, non converge
alla funzione in ogni intorno di xy di ampiezza sufficientemente piccola. Tale non convergenza e
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Figura 2: La curva blu é il grafico della funzione (2). L’altra, invece, ¢ il grafico dello sviluppo in
serie di Fourier troncato al termine di ordine n = 600. Nonostante l’ordine elevato, la sviluppo in
serie non riesce a riprodurre la pendenza (+00) di f (z) in un intorno di x = 0.

riconducibile all'impossibilita da parte delle combinazioni lineari di sin kz, cos kz che compongono la
serie di Fourier, di ricostruire le rapide oscillazioni della funzione.

Concludiamo questa prefazione osservando che il fenomeno di Gibbs si presenta anche con altre
approssimazioni polinomiali e non solo con i polinomi trigonometrici. Ad esempio, in questa dispensa
una funzione con una discontinuita di priima specie viene approssimata attraverso i polinomi di
Legendre e i polinomi di Tchebichef come mostrato dal grafico di fig. 3.

r v

Figura 3: Approssimazione di una funzione con una discontinuita di prima specie in x = 0 con i
polinomi di Legendre.
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1 UN’APPLICAZIONE AI CIRCUITI ELETTRICI

1 Un’applicazione ai circuiti elettrici

1.1 Sviluppo in serie di Fourier

Il comportamento dei circuiti elettrici in cui le grandezze in gioco hanno un andamento costante o
variabile con legge sinusoidale in funzione del tempo, si presta ad un’analisi matematica immediata.
Il problema si complica in presenza di forme d’onda diverse da quelle del tipo v (t) = V sin (wt + ¢).
Si pensi, ad esempio, alla tensione in uscita in un raddrizzatore a onda completa:

Vot (1) =V [sinwt|, —oo <t < +00 (3)

Nella (3) ¢ V' = costante, mentre w > 0 ha le dimensioni di una frequenza. La funzione (3) ¢ graficata
in fig. 4.

Vout

wt
—-4r -3r -2r -7 0 Vi 2n 3 47

Figura 4: In questo grafico riportiamo [’andamento in funzione del tempo della tensione in uscita di
un circuito raddrizzatore a onda completa. Si osservi che stiamo formalmente considerando istanti
di tempo t < 0.

Riguardo al comportamento periodico, ¢ immediato constatare che mentre la tensione in ingresso
Vin (t) = V sinwt, (4)

¢ una funzione periodica di periodo %”, la tensione raddrizzata (3) ha periodo dimezzato T = .
Come e noto, la serie di Fourier ¢ un potente algoritmo che permette di esprimere una grandezza
periodica del tipo (3) attraverso la somma di (infiniti) termini sinusoidali. Il carattere infinito di
tale operazione non deve spaventare, giacche e lecito troncare lo sviluppo a un ordine prefissato, in
funzione dell’approssimazione richiesta.

Sviluppiamo, dunque, in serie di Fourier la funzione v, (t):

—+o00
a 2kt . 2kt
Vout (1) = 30 + E {ak cos (T) + by, sin (T)]
k=1

I coefficienti ay, by, sono dati da:

T
2 2kt

ap = f/vout (t) cos (T) dt, k=0,1,2,.. (5)

0

T
2 . 2kmwt
b, = T//Uout (t) sin (T) dt, k=1,2,..
0
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Calcolando gli integrali a secondo membro delle (5) (cfr. Appendice A), otteniamo:
+ZCOS (2kwt) (6)
2T 4k

Vout (

T
2V 2 2 2
— [1 — 5 cos (2wt) — 15 08 (dwt) — 35 08 (6wt) — ]

All’ordine piu basso:

2V 2
Vout () = — {1 — g cos (th)] (7)
2 4
_ —Vcos (2wt) ,
T T

che rappresenta 1’armonica fondamentale. In fig. 5 confrontiamo il secondo membro della (7) con
I'andamento effettivo di vy (t).

Figura 5: La curva tratteggiata e il grafico dell’armonica fondamentale.

Includendo altri termini:

2V 2 2 2
Vout () = - 1-— 3 cos (2wt) — T (dwt) — 35, €08 (6wt) (8)

In fig. 6 confrontiamo il secondo membro della (7) con I"andamento effettivo di v (¢).

Vout

\Y

wt

-4 -3 -2r - 0 bis 2 3 4n
Figura 6: La curva tratteggiata é il grafico del secondo membro della (8)

Vediamo dunque che bastano pochi termini dello sviluppo in serie (6) per ottenere una buona
approssimazione di v,y (t). Consideriamo ora un esempio pit complicato. Supponiamo di avere una
tensione data dalla funzione periodica di periodo T' = <

0, se0<t< X, T
— ) — 7 — 2w w
v(t) { Vsinwt, se t

™

“ (9)

IA

il cui grafico e riportato in fig. 7.
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Figura 7: Andamento del segnale (9) nell’intervallo di periodicita [O, %’r]

Lo sviluppo in serie di Fourier (Appendice B) si scrive

[k‘ sin (kz) - (—1)’“71} cos (kwt) (10)

1 —k? 2

VoV VR
v (t) :%—%coswt#—;z
=2

v VR m
+ I sinwt — ?Zl —5 008 (ks) sin (kwt)
k=2
Al terzo ordine troviamo il grafico illustrato in fig. 8. Per n = 20 il confronto e riportato in fig. 9.

\Y

Figura 8: Confronto di v (t) con il suo sviluppo di Fourier troncato al terzo ordine.

Analizzando i risultati dello sviluppo in serie di Fourier nei due casi (4)—(9) riportati nelle figg. 6
9, notiamo una differenza sostanziale: nel secondo esempio I’approssimazione realizzata dallo sviluppo

7
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Figura 9: Confronto di v (t) con il suo sviluppo di Fourier troncato al ventesimo ordine.

in serie e piu “rozza” nonostante 1’ordine relativamente elevato. Piu precisamente, osserviamo delle
oscillazioni spurie in corrispondenza di t; = 5-. “Forzare” I'approssimazione includendo ulteriori
termini nello sviluppo di Fourier, non cancella tali oscillazioni. Ad esempio, n = 40 restituisce il
grafico di fig. 10. Questo comportamento peculiare € noto in letteratura come fenomeno di Gibbs

[2].

N <

2r

Figura 10: Confronto di v (t) con il suo sviluppo di Fourier troncato al quarantesimo ordine.

Ci sembra naturale attribuire tale comportamento alla presenza della discontinuita. Infatti:

lim v (t) =0, limov(t) =V,

t—t] t—t]
per cui la funzione (9) ha nel punto ¢; una discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita é:

s(ty) =limv(t)— limov(t) =V

t—t] t—t]
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1.2 1l ruolo svolto dalla derivata prima

Per quanto visto nella sezione precedente, la regolarita della funzione v (¢) gioca un ruolo vitale per
la convergenza della serie di Fourier. Tuttavia, allo stato attuale delle conoscenze non si conoscono le
condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza. Sono state peraltro dimostrate alcune condizioni
sufficienti a cui deve obbedire v (t), note come condizioni di Dirichlet. Ma anche in questo caso
esistono interpretazioni differenti. Ad esempio, in [3]-[1] viene enunciato e dimostrato il seguente
criterio di convergenza puntuale della serie di Fourier:

Teorema 1 Se la f (x) periodica di periodo T é generalmente continua e sommabile in [0,T], allora:

1. in ogni punto xqg in cui f () sia continua ed in cui esistano tanto la derivata a sinistra quanto
la derivata a destra della f (x) (in particolare: in cui la f () sia derivabile), la serie di Fourier
della f (x) converge ed ha per somma f (zo);

2. in ogni punto xo di discontinuita di prima specie in cui esistano tanto la derivata a sinistra
quanto la derivata a destra della f (x), la serie di Fourier della f (x) converge ed ha per somma

: [hmx_,xg f(x)+ lim, .+ f (x)} ,

Nel caso 1 rientra lo sviluppo in serie di Fourier della funzione (3). Infatti, vy, (t) non ¢ derivabile

nei punti ¢, = ’L—’T, ma lo ¢ a destra e a sinistra. Riferiamoci in particolare all'intervallo di periodicita
[—Z, Z] (cfr. fig. 11)

2w’ 2w

Vout

wt

NI — — — — — — — — — — — — — —

T
2

Figura 11: Andamento della tensione v, in uscita in un raddizzatore ad onda completa per wt €

53]

Per determinare la derivata della funzione (3) esplicitiamo il valore assoluto nell’intervallo [—%, %} :

—Vsinwt, se — X <t<0
—_ Y 2(41 Py —_—
Vout (1) = { Vsinwt, se0 <t < - (11)
Derivando:
—wV coswt, se — L <t<0
) I Y Q0w — —
Dout (1) = { wV coswt, se0 <t < - (12)
Riesce:
bout (07) = hron Dout (1) = —wV, Vot (01) = 1irgl+ Vout (1) = WV (13)
t—0— t—s
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Vout

wt

NN —— — — — — — — — — — — —

NS

Figura 12: Confronto di vy (t) = V |sinwt| con =~

cos(2kwt)
o)

Cioe t = 0 & un punto di discontinuita di prima specie per v, (t). Nel grafico di fig. 12 vediamo che
per n = 10 lo sviluppo in serie di Fourier calcolato in ¢t = 0 ¢ “abbastanza vicino” al valore esatto

Vout \(0) = 0.
E istruttivo graficare 'andamento in funzione di n di
(app) s def 4V |1 Ccos (2kwt)
0) = = —_— 14
out () T 2+Z 1—4]{32 ( )
= t=0
A |
T (5*21_4;@)
k=1
%
3n’

come confermato dal grafico di fig. 13.
Dalla (14) segue immediatamente:

Cioe
Hm 0% (0) = vou (0) (15)

L’operazione di passaggio al limite (15) esprime la convergenza della serie di Fourier nel punto ¢ = 0
di discontinuita di prima specie per la derivata di vy (2).
Verifichiamo ora, per via computazionale, la seconda parte del teorema 1, riferendoci alla funzione

(9). Per quanto visto, il punto ¢; = 5= ¢ di discontinuita di prima specie per cui ci aspettiamo una

convergenza della corrispondente serie di Fourier a V/2. Troncando lo sviluppo (10) a un ordine
assegnato n:

|4 Ve 1 u
(app) () = h : il RS R
v\ PP (1) Sy coswt + sz:l — [k sin <k2> (—1) } cos (kwt) (16)
Ve k T
+ —sinwt — ?Zl —2 €08 (ki) sin (kwt)

10
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Vout(app) 0)
030

0.25
0.20
0.5
0.10

0.05

L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 n
0 10 20 30 40

(app)
out

Figura 13: Andamento di v
il grafico di (3n)™".

(0), espressa in unita V =1, in funzione di n. La curva continua é

Per t =t

n

VPP () = % + % + Zzl —1k2 [k: sin (kg) — (—1)’“71} cos <k‘g> : (17)
k=2

™

giacche:
k ™ . T k .
m COS <k§> S1n (kfg) = m Sin (kﬂ') = O, Vk

Il grafico di (17) in funzione di n € riportato in fig. 14, da cui vediamo che

\%4
lim o) () = —
n—-+oo ( 1) 2 ’
come doveva essere in virtu del teorema 1.
V(HPP)(tl)
0.6
05 - — . @000
0.4F
03f
0.2+
0.1f
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L n
0 2 4 6 8 10

Figura 14: Andamento di vP) (t,) (eq. (17)), espressa in unita V = 1, in funzione di n.

11
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Per quanto precede, la regolarita della derivata prima sembra essere altrettanto vitale per la
convergenza della serie di Fourier. Abbiamo visto che una discontinuita finita della derivata non
genera problemi. Esaminiamo ora il caso in cui la derivata ha una singolarita. Sia data la funzione:

£t = V(yr—ym—uwt), se0<t<Z (15)
Tl V(T Vwt—7), seZ<t<
quindi il segnale periodico di periodo T" = 27“:
v(t) = f(t) tale chev (t+kT)=wv(t), VkeZ (19)

Nelle figg. 15-16 riportiamo il grafico di v ().

\'%

VVr b

VVr

|
|
|
|
|
|
|
|
1

Figura 15: Andamento del segnale (19) nell’intervallo [0,%].
PAYAYY s

VVr

Figura 16: Andamento del segnale (19) nell’intervallo [0, °T].

Nell'intervallo di periodicita [0, 2] la derivata di v (¢) &:

0, —

@(t)zz\/%, te{ 251—{2}

12
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Riesce:
lim v (t) = +o0,

t—=
w

onde F, (g, Vﬁ) ¢ un punto di flesso a tangente verticale per il grafico di v (), come appunto
possiamo vedere dalla fig. 15. Lo sviluppo in serie di Fourier della funzione v (), i cui calcoli sono
riportati in Appendice C, é:

+oo/2 (=1 C (V2k) - 2VE
w3 ,ﬁm )

v(t)=V |7+ sin (kwt) | , (20)

dove C' (\/ Qk) ¢ uno degli integrali di Fresnel (cfr. Appendice C):

V2k

C (\/ﬁ) - / sin (%52> de (21)

In fig. 17 riportiamo il grafico di v (t) confrontato con lo sviluppo di Fourier (20) troncato al termine
n = 25. In tale grafico sono visibili le oscillazioni agli estremi generate dalla discontinuita di prima
specie (fenomeno di Gibbs). Per esaminare il comportamento in corrispondenza del punto di flesso,
grafichiamo in fig. 18 la grandezza:

[v (t) = Sa (D), (22)

dove S, (t) & la somma parziale di ordine n:

n V2(-D)"C(V2k) - 2VE
v2D )

S, (t) =V |7+ sin (kwt)

Per n = 300 troviamo due massimi simmetrici rispetto alla retta verticale ¢ = .

\Y

NV

I
|
I
I
|
I
I
| | t
V z 2

Figura 17: Grafico della funzione v (t) (eq. (19)) confrontato con il suo sviluppo in serie di Fourier
troncato al termine n = 25.

13
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v
0.00035 |- M
B |
0.00030 -
0.00025 +
0.00020 +
0.00015 +
0.00010 +
0.00005 ;
== ' “+0
Figura 18: Grafico di [v (t) — Ssoo (t)]°, dove Ssoo (t) = V/T + IZ ksgﬂ)ﬁﬁ sin (kwt). 11
grafico ¢ tracciato in (g — 5, ™+ 5)
v
|
0.00025 + |
0.00020 |
0.00015 |
0.00010 |
0.00005 |-
AMAAAQAA}_;JAAAAAMMM t
=6 Z+6
Figura 19: Grafico di [v (t) — Ssoo (1)), dove Syoo (t) = V/T + IZ\[( & CkS;j) \/Esin(k;wt). Il

grafico é tracciato in (; —§, % =+ 5)

14
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Il valore dei massimi simmetrici rispetto a ¢ = = diminuisce lentamente al crescere di n, per cui
potrebbe non anullarsi per n — +o00, come possiamo dedurre dalla fig. 19.

In fig. 20 riportiamo il grafico di (22) in un intorno sinistro di 27” Il massimo in ¢, = %” e dovuto
al fenomeno di Gibbs.

v

30F

251

20}

15}

10

05}

! : A/\} \ t

2n_g 2n
9 200 V2(-1)*C(V2k)-2VEk
Figura 20: Grafico di [v (t) — Ss00 ()], dove Szp (t) = V/7 + \/LEZ 7 sin (kwt). 11
k=1

grafico e tracciato in (2;” — 0, %’r)

La presenza di oscillazioni in corrispondenza di un punto di flesso a tangente verticale — come
anche quelle che compongono il fenomeno di Gibbs — potrebbe essere dovuta alla non lipschitzianita
della funzione di cui si studia lo sviluppo di Fourier (Appendice D). Incidentalmente, come vedremo
piu avanti, nel caso di una funzione f (x) con una discontinuita finita in un punto ¢, la derivata in
xo puo essere definita in senso improprio attraverso la funzione delta di Dirac (Appendice E). Tale
definizione impropria e, in realta, un artificio matematico che consente di quantificare la variazione
“istantanea” della funzione in corrispondenza della discontinuita. In parole povere: la derivata di
una funzione f(z) con una discontinuita di prima specie in 2y non ¢ definita in tale punto, pero
puo essere considerata infinita giacche il rapporto incrementale si presenta nella forma 5(%.0) — 00,
dove s(xg) e il salto di discontinuita della funzione. La combinazione lineare di funzioni circolari
sin kx, cos kx che compongono lo sviluppo in serie di Fourier, non riesce ad “inseguire” la variazione
istantanea della funzione in corrispondenza di xy. Ne consegue che I'unica cosa che puo realizzare la
serie di Fourier di una funzione con una discontinuita di prima specie, ¢ il fenomeno di Gibbs. Una
situazione simile si presenta in corrispondenza di un punto di flesso a tangente verticale.

Per verificare queste asserzioni eseguiamo un esperimento computazionale sulla seguente funzione:
(23)
E conveniente adimensionalizzare la variabile indipendente eseguendo in R! la trasformazione di
coordinate:

T = wt,
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1 UN’APPLICAZIONE AI CIRCUITI ELETTRICI

per cui la (23) diventa:

V,seO0<ax<m
”(x)_{o, se —m<x<0 (24)
Tale funzione presenta una discontinuita di prima specie in ¢y = 0, in quanto:
li =V, li =0 25
lim v (z) =V, lim v(z)=0, (25)
con salto di discontinuita
s(0)=V (26)
In fig. 21 riportiamo il grafico di v (x) .
v
\%
‘ X
T
Figura 21: Grafico della funzione (24)
I1 rapporto incrementale di v (z) relativo al punto o = 0 é:
Av ~_v(Ar)—v(0) v(Azr)-V 0, se Ax >0 (27)
Az), o Ax N Ax T —x, seAr <0
xo= T
onde: A A
lim (= =0, lim (—“) = +o0 (28)
Az—0t \Ax ) _, Az—0- \Az ) _,
0 0
D’altra parte:
v () =0, Yx#0
Per quanto precede, v (x) non & derivabile in xzy = 0, avendosi dalle (28):
v (0) =0, v (0) =+oc0 (29)

Le (29) sono intuitivamente ovvie, poiche il salto di discontinuita di v (z) in o = 0 ¢ +1 [eq. (26)].
In altri termini, per Az — 07, la funzione “salta” da 0 a V, per cui la derivata sinistra ¢ 4o0.
Viceversa, per Az — 0% la funzione ¢ costantemente 1, onde la derivata destra ¢ 0. Definiamo ora
la funzione:

(@) = ——, (30)
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essendo A un parametro reale positivo. Al variare di A in Ry = (0, +00), otteniamo la successione di
funzioni:

{/x (x)}AeRg (31)

Le figg. 22-23 confrontano il grafico v, di fy(z) con quello di v(x), per A = 1 e A = 107}
rispettivamente.

<

<

— V(X)

B fa(

Figura 22: Confronto dei grafici di v (z) e fy (x) per A = 1.

Da tali grafici vediamo che al decrescere progressivo di A > 0, il grafico 7, “si avvicina” al grafico
Yo oy = v (x). Cio & confermato ulteriormente dalla fig. 24. In altri termini, il parametro A controlla
I’andamento di vy, e per A “sufficientemente piccolo” riproduce I'andamento a gradino senza perdere
la continuita.

Per un assegnato z € [—m, x|, eseguiamo l'operazione di passaggio al limite per A — 07,
distinguendo i due casi: z >0ez <0

Vv Vv 1%
r> 0= lim f\(z)= lim — = = =V (32)
A—0+ A—0Tt e x + 1 A>0 67 4 1 O+ + 1
V % Vv
r< 0= lim f\(z)= lim —; = = =0"
A—0+ A0t s 41 e+ 1 +oo
Applicando la definizione di limite, le (32) implicano:
Ve>0, JA. > 0| 0< A< A. = |fi(x) = V]| <e, Vze(0,m) (33)
Ve >0, AL >0]0< A < Al = |f, (2)] = OfA(x) <e, Vxe (-mn0)
Alx)>

A loro volta, le (33) implicano:

Ve >0, 30 =min {A, AL} [0 < A <. = |fa(z) —v ()] <&, Vae (—m,7)—{0} (34)

17
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1
y
\%
/
/,
[
’/
I
v |
i
/
/ e V(%)
/ X
Vs
- fa(x)

Figura 23: Confronto dei grafici di v (x) e f (z) per A = 1071

Figura 24: Grafico di v (z) e f (z) per A variabile da 107! a 107 con passo —1072.
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Cioe:

lim fy () = v () (35)

A—0+
In altri termini, la successione (31) converge a v (z). Non sappiamo se si tratta di una convergenza
puntuale o uniforme. In quest’ultimo caso si avrebbe:
lim r)=v(x) = lim f}(z) =7 (z 36
Jim i () = v (@) = lim £ (2) =o' (2) (36)
Ci proponiamo di esplicitare il primo membro del secondo termine dell’implicazione (36) per via

grafica, confrontando cioe il grafico 74 : y = fy (x) con v, : y = ¢’ (z). Non affronteremo lo studio

della derivata: )
Vex
L) = ———70, (37)
A (1 + eA)

ma ci limitiamo a determinarne il comportamento agli estremi:

V e
1 / = — 1 —_——
xEIJPoo f)\ (:L‘) A xEIJPoo (1 + e*%)Q A>0

Alla stessa maniera

r——00

Cioe y = 0 ¢ asintoto orizzontale per 7} a sinistra e a destra. Chiediamo a Mathematica di tracciare
la curva 4 per valori decrescenti di A > 0. Ad esempio, per A = 1 otteniamo il grafico di fig. 25.

y
v

b ~

Figura 25: Grafico di f} (z) per A = 1.

Qui vediamo che fy (z) ha un punto di massimo assoluto in z = 0, risultando

per cui:

li =
g, 5 (0) = oo

19
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Figura 26: Grafico di f3 (z) per A = 1071

Ad esempio, per A = 107! si ottiene la curva riportata in fig. 26.
Da tale analisi grafica segue:

0, sex #0 — lim f\(2) =Vd(z),

400, sex =0 A0+

lim fmc):v-{

A—0+

dove 0 () e la funzione impulso unitario (delta di Dirac, Appendice E). Ne consegue che

Do) = Vi), Voe(-mm), (33)
mentre:
d < k
—u(x)=V > (-6 (x —km), Ya € (—o0,+00) (39)
k=—o00

Assumendo la funzione (24) periodica di periodo T' = 27, segue che il suo sviluppo in serie di Fourier
(Appendice G) é:

v(z)=V

™

1 1=R1-(-1)F
3 + —;T sin kz (40)

=V F + 2 (Sinx + 1sin3yc + lsin5x + )]
2 7 3 5
Nelle figg. 27-28 confrontiamo v (z) con il suo sviluppo di Fourier troncato a n = 4 e n = 20
rispettivamente.
A questo punto sviluppiamo in serie di Fourier la funzione f) (z) nell'intervallo [—7, 7]; i calcoli
dei coefficienti di Fourier sono riportati in Appendice H. Nelle figg. 29-30 confrontiamo fy—; (x) con
la somma parziale S, (z;1) per n =4 e n = 10 rispettivamente.

Sn (T A) = % + Z laj, (N) cos kz + by, (N) sin kx]
k=1

20
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N <

AN N v

4
Figura 27: Confronto di v (z) con V |1 + %Zl_(:)k sinkz | .

k=1
y
V/\/'\ /\/\/\
(VAR AV,

v

2
L [\\//\V /\/\V/\ | X
-/ V .
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| <

| L

N

5 L
x

Figura 29: Confronto di fi—1 (x) con Sy (x;1).

Figura 30: Confronto di f—; (x) con Sio (x;1).
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A parte il fenomeno di Gibbs agli estremi dell’intervallo, vediamo che in z = 0 il processo di
convergenza ¢ regolare. Ripetendo i calcoli per A = 107!, si ottengono i grafici riportati nelle figg.
31-32-33

N <

Figura 31: Confronto di fy—ip-1 (x) con Sy (x;1071).

REVAN L
*ﬂ\/ /e

Figura 32: Confronto di fy—ip-1 (x) con Syg (z;1071).

In particolare, dalla fig 32 si assiste alla comparsa delle oscillazioni che caratterizzano il fenomeno
di Gibbs solo in prossimita degli estremi dell’intervallo [—m, 7] e non in 2 = 0. Osserviamo, peraltro,
che la funzione fy (z) ¢ lipchitziana con coefficiente di Lipchitz A (fy) = A™!. Ne consegue che per
A — 07 il coefficiente di Lipschitz ¢ A (fi=g) = 400 o cid che ¢ lo stesso, la funzione perde la sua
lipchitzianita, favorendo la comparsa del fenomeno di Gibbs in un intorno di x = 0.

Se ora guardiamo il processo di convergenza della serie di Fourier per un’assegnata f (z) periodica
di periodo T

n

_ag _ 2kmx . [ 2kmx
f(x)—§+ngr+rlm;[ak008< T >+bksm( T )} VIE[

23
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1 UN’APPLICAZIONE AI CIRCUITI ELETTRICI

Figura 33: Confronto di fy—ip-1 (x) con Soq (z;1071).

notiamo che a secondo membro abbiamo una combinazione lineare delle funzioni circolari

. 2kmx 2kmx
sm( T ), COS< T ) (42)

che sono manifestamente lipchitziane, onde ci aspettiamo che anche il primo membro lo sia. Diversa-
mente, non si verificherebbe la convergenza. Per essere piu precisi, consideriamo la somma parziale

di ordine n:
a4 — 2kmx . [ 2kma
Sn(a:)IEJr;{aRCOS( i >+bksm( T )} (43)

Una qualunque funzione costante e lipschitziana con coefficiente di Lipschitz 0, per cui il termine
costante a secondo membro della (43) da contributo nullo al coefficiente di Lipschitz di S, (z). E
facile persuadersi che i termini (42) hanno coefficiente di Lipschitz pari a

2km
T

Si apre quindi il problema di determinare il coefficiente di Lipschitz della combinazione lineare:

Xn: {ak cos (2]}7””) + by sin (2]{‘;”3)} (45)

k=1

(44)

per un assegnato n. Sfortunatamente non esiste un metodo analitico per determinare il coefficiente
di Lipschitz di una funzione. I casi piu semplici sono, per quanto visto, quello delle funzioni circolari
sin kx, cos kx e quello delle funzioni lineari. Ad esempio, le funzioni:

g1 () =a1x + by, g2(x) =asx+0be, ay,a2,b;,bs €R con ay,as #0,
sono lipschitziane con coefficienti di Lipschitz a; e as rispettivamente. La somma:
91 () + g2 (2)
e a sua volta lipschitziana con coefficiente a; + a5, mentre la differenza
g1 () — g2 (2),
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¢ lipschitiziana con coefficiente |a; — as|. Questi risultati si generalizzano a combinazioni lineari del
tipo:
c1g1 (2) + 292 (x),  c1,c0 € R—{0}

Supponiamo ora di avere la seguente combinazione lineare di funzioni circolari:
F(x) =2sinx — 4sin 2z + cosz + cos bz (46)

Per definizione di coefficiente di Lipschitz (Appendice D):

‘F @ =FE A (F), vl eR, (@ £ o) (47)

! —

Se poniamo =’ = x e 2" = x’ + Ax, la relazione precedente si scrive:

AF

In altri termini, il rapporto incrementale di F' relativo a un qualunque punto x € R e limitato in
modulo dal coefficiente di Lipschitz. Per stimare 'ordine di grandezza di A (F') possiamo provare a
graficare }ﬁ—ﬂ in funzione di , per valori Az “sufficientemente piccoli”. Ad esempio, per Az = 1072,
otteniamo ’andamento riportato in fig. 34, da cui vediamo che A (F') ~ 14. Sono bastati, quindi,
pochi termini per incrementare rapidamente il coefficiente di Lipchitz. Tuttavia, ci aspettiamo che:

A(S,) < 400, VneN, (48)

- 2k 2k
Sy () :%—l— {awos( ;x) +bksin( ;x)]
1

essendo

| . . | . | . . \ . . . . | | . . | X
-10 -5 5 10

Figura 34: Andamento di % per Az = 1071,

Ritornando allo sviluppo in serie (41), un’approssimazione del tipo
fx) =~ S (2),

25
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implica:

+oo > A(f) ~A(S,) (49)

Cioe il numero n di termini della somma S, (x) ¢ sufficiente per riprodurre la pendenza del grafico
di f (z). Diversamente, se per un assegnato n risulta:

+oo > A(f) > A(S,), (50)
possiamo provare ad aggiungere altri termini, cercando di ottenere:
A(f)=A(Sy), n'>n

In altre parole, se il coefficiente di Lipschitz della somma parziale S, (x) & inferiore al coefficiente
di Lipschitz della funzione, possiamo aumentare 1’ordine di approssimazione in modo da permettere
alla somma parziale di “inseguire” la rapida variazione della f (x). Se invece f non ¢ lipchitiziana si
ha:

A(f)=400>A(S,), YneN (51)

Eseguendo al secondo membro della (51) 'operazione di passaggio al limite per n — +o0:

+oo > lim A(S,)

n—+o0o
Ma
lim A (S,) = A (Sao)
dove
Seo ' im Sh
n—-—+00

Tenendo conto della (48):
VneN, A(S,) < +oo = A(Sx) < 400,

per cui
+00 > A (Sx) (52)

e la serie presenta il fenomeno di Gibbs (discontinuita di prima specie) o una non convergenza in un
intorno di un punto di flesso a tangente verticale. Ricapitolando, i casi possibili sono:

1. La derivata della funzione f (z) & definita come funzione con singolarita in z,. Ad esempio:

Vo, se0<z<m

f(x):{ —/—z, se —m<xr<0’ (53)
il cui grafico ha un flesso con tangente verticale nel punto O (0,0). Quindi:
lim f' (2) = 400 (54)

z—0
Pertanto la (53) non & lipschitziana.
2. La derivata della funzione f (z) non ¢ definita come funzione, bensi come distribuzione. Ad
esempio:

1, se0<ax <
f(“”)_{o, se —m1<z<0

Quindi:
f(x)=46(x), Vxe[-mmn]
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Nella serie di Fourier della funzione (53) sopravvivono solo i coefficienti di Fourier by:
20
b, = —/\/Esmk:xdx, k=1,2,..
u
0

Per quanto visto in precedenza, le funzioni y/z sin kz non sono elementarmente integrabili in [0, 7],
ma si esprimono tramite gli integrali di Fresnel [cfr. eq. (21)], ottenendo:

by = —2 {—(—1)’“\/E+\/§C(\/ﬁ)}, k=12, ..

~ Tk32

con
V2k

2
C <v2k> = / coS (%) dg,
0
che ¢ rapidamente oscillante, come mostrato in fig. 35.

C( 2k)
0.65

0.60 F
055

0.50

045}

0.40 ||

I 1 I I I 1 I I I 1 I I I 1 I I I 1 k
20 40 60 80 100

Figura 35: Andamento di C (\/ 2l<:) assumendo k variabile con continuita.

Le uniche funzioni non lipschitziane sembrano essere quelle del tipo (53), per cui denotando con
F Voperazione di sviluppo in serie di Fourier, si ha simbolicamente:

\/zic(\/ﬁ), k=12, ..

Cioe I'algoritmo invoca gli integrali di Fresnel le cui rapide oscillazioni permettono un incremento
veloce del coefficiente di Lipschitz delle somme parziali. Ma, per quanto visto [eq. (52)] la serie non
converge al valore assunto da f (x) in un intorno del punto in cui la derivata diverge. Tale conclusione
¢ illustrata nel grafico di fig. 36, da cui vediamo che Sgoo () non riesce a riprodurre la pendenza (+00)
di f(z) in un intorno di # = 0. Aumentare n non riduce la grandezza [f (z) — S, (z)]* nell'intorno
medesimo, come possiamo vedere dal grafico di fig. 37.

1.3 1l ruolo svolto dalla monotonia

Anche la monotonia della funzione f () gioca un ruolo cruciale per cio che riguarda la convergenza
della serie di Fourier. Cio non deve sorprendere poiche la monotonia e controllata dalla derivata
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0.10+

0.05

1 L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L L 1 X
-0.010 -0.005 r 0.005 0.010

-0.05

-0.10+

Figura 36: Confronto della funzione con la somma parziale Seoo () della corrispondente serie di
Fourier.

D~

L L 1
-0.010 —-0.005

1 X

1 L L
0.005 0.010

Figura 37: Grafico di [f (z) — S0 (z)]°.
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prima [’ (z). In particolare, ci si riferisce alla cosiddetta monotonia a tratti o monotonia locale. Per
comprendere appieno il significato di tali locuzioni, abbiamo consultato la letteratura al riguardo.
Ad esempio, in [5] vengono introdotte le seguenti condizioni sufficienti per la convergenza della serie
di Fourier:

Condizione 2 (Condizioni di Dirichlet)

Una funzione soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo (—m, ) se essa é ivi continua o
ha un numero finito di discontinuita di prima specie e se, inoltre, il suddetto intervallo puo essere
suddiviso in un numero finito di parti tali in ciascuna delle quali f () varia monotonamente.

Viene quindi enunciato e dimostrato il teorema:

Teorema 3 (Teorema di Dirichlet)
Se f(z) definita in (—m,m) soddisfa in questo intervallo le condizioni di Dirichlet, la serie di
Fourier di f (x) é convergente in (—m,m) e la somma della serie:

1. é uguale a f (x) in ogni punto di continuita x € (—m,m);

2. € uguale a

[f (27) + £ ()]

N | —

nei punti di discontinuita;

3. e uguale a
1

L)+ £ )]

agli estremi x = +7 dell’intervallo.

)

Vediamo dunque che in [3]-[1] non viene contemplata la condizione secondo cui I'intervallo di
periodicita puo essere suddiviso in un numero finito di parti tali in ciascuna delle quali f (x) varia
monotonamente.

In [6] il problema della convergenza della serie di Fourier viene formulato in maniera simile a
[5]. Infatti, viene prima data la definizione di funzione monotona a tratti in un dato intervallo |[a, b],
intendendo con tale locuzione la possibilita di suddividere [a,b] in un numero finito di intervalli in
cui la funzione € monotona. Subito dopo viene enunciato il teorema di Dirichlet.

In [7] il teorema di Dirichlet & cosi formulato:

Teorema 4 Si supponga che:

e f(z) sia definita e ad un solo valore, tranne eventualmente in un numero finito di punti in

(—L,L).
e f(x) sia periodica di periodo 2L.
e f(z) ed f'(x) siano generalmente continue in (—L, L)
Allora la serie di Fourier di f () converge a

e f(x) sex épunto di continuita.

o 2 [f(z7)+ f(zh)] sex ¢ un punto di discontinuita.
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Nel materiale reperibile sul web (appunti e dispense di docenti universitari) vengono enunciati
teoremi simili. In [2] le funzioni monotone a tratti [6] sono denominate funzioni a variazione limitata.

Noi utilizziamo una locuzione leggermente diversa; piu precisamente, ci riferiamo alle cosiddette
funzioni non infinitamente oscillanti al finito, dandone una caratterizzazione topologica (§ 3.3). Per
poter eseguire degli esperimenti computazionali su tali enti matematici, ¢ necessario formalizzare
alcune questioni fondamentali. Cio sara I’argomento della sezione successiva.

2 Nozioni fondamentali
Sia data una funzione reale di una variabile reale:

fila, 0] =R, (55)
essendo [a,b] C R un intervallo (limitato o illimitato).

Definizione 5 Denotiamo con C" ([a,b]) Uinsieme delle funzioni reali continue in [a,b] fino alla
derivata di ordine 7.

Osservazione 6 C" ([a,b]) assume la struttura di spazio funzionale, introducendo le leggi di compo-
sizione di addizione di elementi di C" ([a,b]) e di moltiplicazione di un numero reale per un elemento

di C" ([a,b]).

Definizione 7 La funzione (55) ¢ continua a tratti in [a,b] se in ogni intervallo limitato contenuto
in a,b], cade al pits un numero finito di punti di discontinuita di prima specie. Nel caso di punti di
discontinuita di seconda specie (o singolarita), diremo che f é generalmente continua in |a,b.

Come ¢ noto, la presenza di singolarita in [a, b] pone problemi circa l'esistenza dell’integrale:

Definizione 8 Sia

una funzione generalmente continua in |a, b|.
La funzione (56) é integrabile in [a,b] se

El/f (x) dx (57)

a

La funzione (56) ¢ sommabile in [a,b] se

b
/f () dz| < 400 (58)

In altri termini, Uintegrabilita implica Uesistenza dell’integrale di f esteso all’intervallo [a,b], e tale
integrale puo essere +oo. La sommabilita, invece, ¢ una condizione piu forte poiche richiede la
convergenza dellintegrale.
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Esempio 9 Sia data la funzione

f(x)=Inz, Vxe (0,1] (59)

1
/lnxd:c =—1,
0

per cui la funzione (59) é sommabile in [0, 1].

Riesce:

Per un noto teorema [3], la sommabilita del modulo di f (z):

b
/|f(x)|dx<+oo,

e condizione necessaria e sufficiente per la sommabilita di f.

Definizione 10 Denotiamo con L" ([a, b)) Uinsieme delle funzioni reali f (x) tali che |f (z)|" é somma-
bile in [a,b].

Osservazione 11 L" ([a,b]) assume la struttura di spazio funzionale, introducendo le leggi di compo-
sizione di addizione di elementi di L" (a,b]) e di moltiplicazione di un numero reale per un elemento

di L" ([a,b]).

Per il citato teorema [3], segue che f € L'([a,b]) ¢ condizione necessaria e sufficiente per la
sommabilita di f in [a, b].

Definizione 12 Una funzione f : R — R si dice T-periodica se esiste T' > 0 tale che
flx+kT)=f(z), VkeZ (60)
1l numero reale T si chiama pertodo della funzione.

Osservazione 13 Dalla (60) seque che
T, ™ nT, vneN-{0},

¢ ancora un periodo della funzione. Abbiamo quindi infiniti periodi, e T = T,,—1 ¢ anche detto
peritodo fondamentale.

3 Serie di Fourier

3.1 Definizioni

Definizione 14 Sia f € L' (R) T-periodica. La serie:
an = 2kmx 2kmx
?O—i—kz:;{akcos( T )—i—bksin( T )}, (61)
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st dice serte di Fourier associata alla funzione f. I numeri reali ay, by sono dati da:

ap = z/Tf () cos (2’?‘”) de, (k=0,1,2,..) (62)

T
b, = z/f (x) sin <2]£7er> de, (k=1,2,...)

e si dicono coefficienti o coordinate di Fourier della funzione f.

Osservazione 15 L’appartenenza di f a L' (R) assicura la convergenza degli integrali a secondo
membro delle (62).

Sussiste la seguente proposizione per la cui dimostrazione rimandiamo a [§]

Proposizione 16 Per un assegnato n € N — {0}, la 2n-pla di coordinate di Fourier:
(a07 ay, b17 ag, b27 cony Ay bn) € R2n+1

individua univocamente la funzione f € L' (R), attraverso le (62).

3.2 Regolarita a tratti

Definizione 17 La funzione f : [a,b] — R si dice regolare a tratti se esiste una decomposizione
D (xg, x1,...xy) di [a,b]:

a=To <11 <..<xNny=0b
N-1

[a, ] = | [wx, w1]
[:vk,xkﬂk:f?} [T, ) =0, VE=F
tale che:
1. I punti x4, ...,xn_1 sono di discontinuita di prima specie.

2. In xg e xn la funzione é derivabile.

3. I punti (xzq, f (1)), ..., (@n_1, [ (xn_1)) sono al piv punti angolosi per il grafico della funzione.

Osservazione 18 La condizione 3 implica che la funzione pur non essendo derivabile in x1,...,tn_1,
lo € a sinistra e a destra nei rispettivi punti.

Osservazione 19 La regolarita a tratti e una condizione piu forte della continuita a tratti, giacche
¢ richiesta la deriwabilita della funzione a sinistra e a destra in ciascun punto di discontinuita di
prima specie.
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Esempio 20 La funzione:

f(x):{ —2? 42z, sex <1 (63)

x2+x+%, sex>1"

¢ regolare a tratti. Infatti, e continua negli intervalli (—oo, —1) e (1,400), mentre in x = 1 presenta
una discontinuita di prima specie:

F7) = lim f@) =1, f(1) = lim f(a) =

z—1— z—1+t 5’
ed e 1w derwabile a destra e a sinistra, avendosi:
fL1)y=0, fL(1)=3
1l grafico é riportato in fig. 38.

y

Figura 38: Regolarita a tratti della funzione (63).

Esempio 21 La funzione:
—2? 42z, sex <1
f(x)_{2+\/:v—1, sex >1" (64)

¢ continua a tratti, ma non é regolare a tratti. Infatti, é continua negli intervalli (—oo, —1) e (1, +00),
mentre in x = 1 presenta una discontinuita di prima specie:

f(17) = lim f(x) =1, f(17) = lim f(z) =2

E ivi derivabile a sinistra, avendosi:
fL(1) =0,

ma non a destra, giacché ha i derivata infinita:
fi (1) = +o0

1l grafico e riportato in fig. 64.
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= - - - — =

Figura 39: Grafico della funzione (64). Tale funzione ¢ continua a tratti, ma non e regolare a tratti,
giacche ha derivata infinita a destra in x = 1.

Esempio 22 Consideriamo la funzione:

—22+2x, sex <1
f(z) = 2+(x—1)sin(ﬁ), sex > 1 (65)
2, sex=1
Riesce
17) =1 =1
f(17) = lim f(z) =1,
mentre:

1
li =2+1 —1)si
Iirgf(x) +xLII%(I ) sin (:E—l)

=0

=2,

cioe la funzione € continua a destra in x = 1. Per quanto visto nell’esempio precedente, € derivabile
a sinistra in x = 1, ma non lo ¢ a destra. Per verificare tale asserzione, scriviamo il rapporto
incrementale relativo a f e di punto iniziale x = 1, per incrementi Ax > 0:

fFA+Az)—f(1) 2+ Azsin(z;) -2
Ax B Ax

_gin [
— Az )
o 1
g (5;)

come risulta da questa dispensa. Il grafico € riportato in fig. 40, mentre in fig. 41 e lo stesso grafico
e zoomato in un intorno destro di x = 1.

ed ¢ non regolare per Ax — 0, giacche
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Figura 40: Grafico della funzione (65). La funzione non ¢ derivabile a destra in x = 1. In ogni
intorno destro di tale punto, il grafico compie infinite oscillazioni e la retta secante non tende a
nessuna posizione limite per x — 17, giacche oscilla tra le semirette y =2+ 1 e y = —x + 3.

22

Figura 41: Grafico della funzione (65) in un intorno destro di x = 1. La funzione non ¢ derivabile
a destra di x = 1. In ogni intorno destro di tale punto, il grafico compie infinite oscillazioni che si
smorzano per x — 11 e la retta secante non tende ad alcuna posizione limite, ma oscilla tra le rette
tratteggiate.
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L’esempio precedente e suggestivo, in quanto mostra una funzione che compie infinite oscillazioni
in ogni intorno destro di = 1. Tuttavia, il numero infinito di oscillazioni non deve trarre in inganno,
nel senso che non e condizione sufficiente per la non derivabilita, come mostra quest’altro esempio:

Esempio 23 Consideriamo la funzione:

2?2+ 22, sex <1
f(x)= 2+(m—1)281n(ﬁ), sex > 1 (66)
2, sex=1

Riesce
f(17) = lim f(z) =1,

mentre:

1
I =2+ lim (v — 1)si
xgﬂf(ﬂ:) —i-ml_)rr%(w )" sin (:c—l)

(. J

=0
=2,

cioe la funzione € continua a destra in x = 1. Studiamo ora la derivabilita in x = 1. A sinistra di
tale punto, ¢ immediata:

fL(1)=0
1l rapporto incrementale relativo a f e di punto iniziale x = 1, per incrementi Az > 0:
FO+Az)—f(1) 2+ (Az)’sin () -2
Ax N Ax

) 1
= Azxsin (E)

. ) 1
Algilo Ax sin (A_x) =0
st ha che la funzione é deriwabile a destra di x =1 e ha v derivata nulla:
fi(1)=0

Tuttavia applicando le regole di derivazione, otteniamo:

f/(x):2(:c—1)sin<xil) —cos<$i1), Vo > 1,

che ¢ manifestamente non regolare per x — 17. Per un noto teorema non possiamo tentare di
calcolare la derivata in v = 11 esequendo 'operazione di passaggio al limite:

lim f/ ((L‘>7

r—1+

Dal momento che

ma calcolando direttamente il limite del rapporto incrementale, come abbiamo fatto in precedenza.
Quindi la derivata é:

o= {5 D) e ) e o

Ne concludiamo che la funzione e derivabile a sinistra di x = 1, ma la derivata ha ivi una discontinuita
di seconda specie. Il grafico e riportato in fig. 42, mentre in fig. 43 lo stesso grafico é zoomato in un
intorno destro di x = 1.
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Figura 42: Grafico della funzione (66).
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1

Figura 43: Grafico della funzione (66) in un intorno destro di # = 1. La funzione ¢ derivabile a
destra di x = 1. In ogni intorno destro di tale punto, il grafico compie infinite oscillazioni che si
smorzano per x — 17 e la retta secante tende, alla retta y = 2 , giacche il grafico oscilla tra le
parabole y = 2% — 22 + 3 e y = —2% + 22 + 1 (curve tratteggiate).
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3.3 Funzioni infinitamente oscillanti al finito

L’esempio 23 si generalizza a una funzione del tipo:

P =osin (1), (68)

T — Xo

dove ¢ (x) : R — R ¢ il cosiddetto inviluppo di modulazione. Riesce:

@ =10 sin (2| < lotal
da cui
(@) < f () < 6 (), (69

ciot il grafico di f (x) oscilla tra le curve v+ : y = £¢ (z). Se poi la funzione ¢ (x) ¢ infinitesima in
X -

lim ¢ (z) =0,
T—XT(
per il teorema dei carabinieri si ha:
lim f(x)=0 (70)
T—T0

Per definizione di limite:

) 1
Ve >0, 30. > 0|0 < |z — x| < 0. = |¢ () sin <e
r — T
In altri termini, la funzione (68) compie, in ogni intorno di xg, infinite oscillazioni che si smorzano
per x — x. La funzione sinﬁ € non regolare in xy, giacche comunque prendiamo un intorno
1

T—xQ

di ¢ di ampiezza sufficientemente piccola, sin ( ) compie infinite oscillazioni tra —1 e +1. Per

contro, qualunque inviluppo di modulazione ¢ (z) infinitesimo in xq, smorza le oscillazioni forzando

la convergenza di ¢ (z) sin <#) a zero.

T—x0

Dalla (70) segue che la funzione ¢ prolungabile per continuita:

e :{ oen (). A 7

0, *=mx

Assumendo ¢ (x) derivabile:

f’(m):gb’(x)sin( ! )—(¢(x))2008( ! > (72)

€r — Ty T — T €T — Xo

La regolarita della derivata di (71) dipende ovviamente dalla funzione ¢ (). Sussiste la seguente
definizione:

Proposizione 24

La funzione (71) — ¢ (x) € derivabile in xg
¢ derivabile in xg e @ (r9) =0
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Dimostrazione. Limitiamoci a dimostrare I'implicazione inversa e procedendo per assurdo:
¢I (33'0) = )\0 ceR— {O}

Denotiamo con s (P, P) laretta secante a~y : y = f (x) peripunti Py (zo, f (x0)) e P (xo + Az, f (zo + Ax)).
Dalla (69) segue che per Az — O i.e. per P — By, s (P, P) oscilla tra le rette tangentia v, : y = ¢ (z)
e y_ :y = —¢(x) rispettivamente:

Ty 1Y = Yo + Ao (T — o)
T_ 1y =19 — Ao (z — x0)

Abbiamo:
MN#F0= 7L #71_ :>§§P1i1r113 s (P, Fy),
— 10

per cui il grafico di f e privo di retta tangente in F, cioe f non e derivabile in zy. Ma cio € contro
I'ipotesi, onde I’asserto. m

Il processo di smorzamento delle oscillazioni rientra in un noto teorema sulle funzioni continue,
il cui enunciato richiede la seguente definizione:

Definizione 25 Assegnata la funzione f: X — R, il numero reale non negativo:
Q(f,X) = sup f —inf f, (73)
X X

si dice oscillazione della funzione. Nella (73)supy f einfx f denotano rispettivamente ’estremo
superiore e l’estremo inferiore di f in X. E facile mostrare che:

Q(f,X) = sup [f(z') = f (")

'z eX
Sussiste il seguente teorema, la cui dimostrazione e riportata in questa dispensa.

Teorema 26

Je continia ) = Vs (x0) = (xg — 0,20+ 0), LmQ(f, X NIs(x)) =0,
m X 6—0
dove Q (f, X N 15 (xg)) é loscillazione della funzione in X N 15 (xq).

Da tale teorema segue che in un intorno di un punto di continuita, I'oscillazione di f deve nec-
essariamente annullarsi. Cio continua a valere anche per la convergenza, a patto di definire poi la
funzione in quel punto attraverso il valore del limite.

Prima di enunciare la seguente definizione, rammentiamo che assegnato X C R, I'insieme (even-

tualmente vuoto) dei suoi punti di accumulazione al finito, si dice derivato di X e si indica con
D (X).

Definizione 27
[ : X — R ¢ infinitamente oscillante al finito <= 3x, € D (X)N D (M;y),
essendo My l'insieme dei punti di estremo relativo di f:
M ={x € X |z épunto di estremo relativo per f}

Ne consegue che in ogni intorno di xo cadono infiniti punti di estremo relativo per f.
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Dalla definizione 27 segue che le funzioni:

(%) == (=)
sSin , COS
r — Xy r — T

sono infinitamente oscillanti al finito, incluse quelle modulate in ampiezza:

¢ () sin (m _1330) , ¢ () cos (w _1330)

Inoltre, la definizione 27 fornisce una caratterizzazione topologica per cio che riguarda il compor-
tamento di una funzione che compie infinite oscillazioni in ogni intorno di un punto assegnato. Si
osservi che le funzioni circolari sinx e cos x sono infinitamente oscillanti in ogni intorno di +o00 o di

—o00. Incidentalmente, le funzioni sin% e cos%
R!:

si ottengono con la trasformazione di coordinate in

1
IZE, ‘v’tER—{O},
che trasforma il punto all’infinito nella coordinata x, nel punto zero nella coordinata t.

Esempio 28 Sia data la funzione:

) = { sin (20x) sin <z_1g) , TFE (74)

Per quanto precede, riesce:
lim f(z) =0,

z— T
9

da cui la continuita di f in o = %. Inoltre:

d
. sin (20z)

= 20 cos (20x)]$:% =20#0

s
=1
5

Quindi per la proposizione 77 la funzione (74) non & derivabile in T. In fig. 44 riportiamo il grafico
della funzione nell’intervallo [0, 1].

Esempio 29 Sia data la funzione:

f ) = { sin? (20z) sin (xfg> , TFHE (75)

_ 7
0, Tr=x

Per quanto precede, riesce:

lim f(z) =0,
=T

da cur la continuita di f in xg = T. Inoltre:

d
— sin? (20z)

o = 20 sin (40z)|

=0

_
=%
r=

a3

Quindi per la proposizione 77 la funzione (75) ¢ derivabile in T, avendosi f’ (%) = 0. In fig. 45
riportiamo il grafico della funzione nell’intervallo [0, ?i—g}
Osserviamo infine che la funzione:

f(x):{ (x—x@%in(ﬁ), se 1 =10 peN— {0},

0, sex=ux

e infinitamente oscillante, e riesce derivabile in xy se e solo se p > 2.
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1.0

0.5

-05

-1.0

Figura 44: Grafico della funzione (74). La funzione ¢ continua in 2o = ¥, ma non ¢ ivi derivabile.

y
1.0
05}
I . | il X
i 0 L x u u s
F 20 10 7 5 4 10
-05|
-1.0*-

Figura 45: Grafico della funzione (75). La funzione ¢ continua in zp = % ed ¢ ivi derivabile.

41
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3.4 Classe di funzioni infinitamente oscillanti e derivabili

Sia data la funzione infinitamente oscillante al finito:

D i L
ghu»:{ifﬁnw s T A0 e pe N {0,1} (76)

0, se =0

Il rapporto incrementale é:

_ T+Ax
Ax Ax
Inzg=0
Agp o p—1 . 1
(Ax )mo_o = (Az)"" " sin N
Riesce:

9

/ : Agy

g, (0) = lim ( )

P Ar—0 \ Az )

1
- . p—l .
= lim (Az)"" sin (_A )

Az—0

peN—{0,1}

Si noti che allo stesso risultato si giunge applicando la proposizione 24, giacche la funzione reale di
esponente intero 2P ha derivata nulla in x = 0. Derivando sin% otteniamo:

1 1
gy (@) = pa?~" sin (—) — P72 cos <—) , Tt #0
T T

Per quanto precede:

prP1 sin(l) — 2772 cos (1), se x#0

g; (z) = { 0, se x :;0 ’ (77)

Per p =2
acpsin%, se x#0

w@) g ={

¢ derivabile in R. Il suo grafico ¢ riportato in fig. 46.

: (78)

4 Sviluppo in serie di Fourier di una funzione infinitamente
oscillante

Assegnata la funzione g (x) [eq. (78)], assumiamo:

f(:E) = g(l’), LS [_77-771-]7 (79)

dopodiche poniamo:
f(x+2kr)=f(x), VkeZ, (80)

da cui la periodicita di f con periodo T' = 27. In Appendice I sono eseguiti i calcoli dei coefficienti
di Fourier della funzione (79)
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NP

A
2 37 4rn

Figura 46: Grafico della funzione (78), che risulta continua in R incluso il punto o = 0 ed ¢ ivi
derivabile, avendosi ¢’ (0) = 0.

Cioe la funzione e periodica di periodo 27, la cui serie di Fourier e

con

1 [ 1
b, = —/x2 sin <—> sinkxdr, k=1,2,..,
7 x

—T
Tali integrali vanno calcolati numericamente. In tal modo possiamo ricostruire in software le varie
somme parziali:

+00
Sy () = Zbk sin kx
k=1

In fig. (47) confrontiamo la funzione f (z) con S, (x) per n = 10, 20, 40, 50.

Per analizzare I’'andamento della convergenza in un intorno di x = 0 zoomiamo il grafico ottenendo
la fig. 48, da cui vediamo che la serie non converge a f (z) in un intorno di x = 0. Aumentando
I'ordine di approssimazione, la convergenza non viene raggiunta, come possiamo osservare dal grafico
di fig. 49.

II comportamento non regolare della convergenza della serie di Fourier della funzione (79) in un
intorno di x = 0, non deve sorprenderci giacche se ci poniamo la seguente domanda:

17 <X
22 sin — = E bg sin kx, (81)
x
k=1

la risposta piu ovvia é:
1 =
36 > 0| 2%sin — # E bpsinkz, Vx e (—6,9) —{0},
x
k=1
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X
Figura 47: Grafico  della  funzione  (79)  confrontato con le  somme  parziali
Sio (), S (), Sao (x), Sso(x).  Le oscillazioni agli estremi sono dovute alla discontinuita

finita in x = +m.

0.10

0.05 |-

o~ K\ o Y / X
_0.71% -0.05 ] 0, S—010

-0.05 -

-0.10

Figura 48: In questo grafico riportiamo il diagramma della funzione (79) confrontato con quello della
somma parziale di ordine 10 del suo sviluppo di Fourier.
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Figura 49: Confronto della funzione (79) con la somma parziale di ordine 400 del suo sviluppo di
Fourier.

dove abbiamo escluso x = 0 in quanto in tale punto la convergenza in x = 0 ¢ assicurata dalla
parita (—1) delle funzioni ad ambo i membri della (81). In altri termini, la combinazione lineare
di sinzx, sin2x,... sinkx,... non riesce a ricostruire le infinite oscillazioni della funzione a primo
membro.
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A Sviluppo in serie di Fourier della funzione (3)

La funzione (3) ¢ pari per cui applichiamo la (?77?)

+00
2kt
v(t) = % + Zak Ccos (%) ,

k=1
con
T/2
4 2kt
ap = ?/v(t) cos (Tﬂ) dt, k=0,1,2,..
0
Cioe: .
4wV
ag = w_ sinwt cos (2knt) dt
T
0
Eseguendo il cambio di variabile z = wt
4V
ap = _Ik7
T
dove
w/2

I, = / sin z cos (2kx) dx
0
Applichiamo le formule di Werner:

1
sinx cos (2kx) = = [sin (1 4+ 2k) z 4+ sin (1 — 2k) ],
2

onde:
w/2
1
I = 5/[s1n(1+2k)x—|—sm(1—2k) 2 da
0
Y cos (14 2k) z[7—] -/ cos (1 — 2k) z|i_] /2
2 1+ 2k 1-2k
YA 1
2\ 1+ 211: 1 -2k
B 1
1 — 4k
cosicché:
4V
ay = ————
T r(1—4k?)
Finalmente:
4V cos (2kwt)
o) = 2| S ]
2V 2 2 2
= [1 — g cos (2wt) — 7 €08 (dwt) — 37, €08 (6wt) —
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B Sviluppo in serie di Fourier della funzione (9)

Lo sviluppo in serie di Fourier e:

+oo
g 2kt . 2kmt
v(t) = 2+;[akcos( T )+bksm( T )], (82)

con
2 r 2k
mt
ap = T/v (t) cos (T) dt, (k=0,1,2,...)
0
2 r 2k
t
by, = T/U (t) sin (%) dt, (k=1,2,...)
0
Cioe
ay = ﬂ/sin wt cos (kwt) dt (83)
T
b = —/cos wt cos (kwt) dt
7r
%
Eseguendo il cambio di variabile z = wt
7r
v
b, = —Ji,
T
dove:
I, = /sinxcos kxdr, (k=0,1,2,...) (85)

Wl

™

Ji = /COS$COS kxdr, (k=1,2,...)

™

2

Calcoliamo . Per le formule di Werner:
1
sin x cos kx = 5 [sin (14 k) z +sin (1 — k) z]
Quindi:

™

Ik:%/[sin(l+k)m—i—sin(1—k’)x]dx (86)

(ME}

_
T=3

1 _ 1 -
[_1+k cos (1+k)x|’=% — % cos (1 —k:)a:|‘r_7r]

{—1ik (Cos(l+k‘)7r—cos(1—|—k‘)g> — 1ik <Cos(1—k)7r—cos(1—k:)g>]
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Riesce:

cos (1 + k)m = cos (7 + km)

= —coskm =

Allo stesso modo:

Inoltre:

Sostituendo tali risultati nella (86):

o 1 . ™ k—1
In particolare:
1'0:+1:>V0:Z (88)
T

Si noti che la (87) per k = 1, per cui calcoliamo direttamente /;:

™ K

1
I, = /sinxcosxdm = §/Sin2xdx

N
N

sin 2xd (2z)

|
NG
—

onde:
- (9)

Passiamo agli integrali J,. Nuovamente Werner:

1
sin z sin kx = 5[008(1 —k)x —cos(1+k)z],
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percio

s s

/cos (1 —k)zdx — /cos (14 k)zdx (90)

Jus
2

wh

1 - 1 _
T sin (1 — k)x\z;% i sin (1 + k) x|§_g}

1 : : 7r 1
1_k(sm(l—k:)w—sm(l—k)E)— -

. (sin(1+k)7r—sin(1—|—k) g)}

Osserviamo che

onde

sin(l1—k)m=sin(1+k)7=0
. T . (T kmw T
sin (1 — k) 5 = sin (5 — 7) = CoS (k§>
) T . (7T km 7
sin (1 + k) 5 = sin (E + 7) = cos <k§> ,
k 7
Jk = —m COS <k§> (91)

Anche qui dobbiamo calcolare direttamente .J;:

Cio implica

m ™

1
Ji = /sin2$dx = 5/ (1 —cos2x)dx

El

Jus

2 2
1 i iy
= 3 /dx — /cos 2xdx
3

~
2

Per ogni k € {2,3,...}:

G
T4
\Y
ap = ﬁ [k: sin (k:%) - (—1)’“] (92)

A questo punto riscriviamo lo sviluppo (82):

+00 +oo
v(t) = % + ay coswt + Zak cos (kwt) + by sin (wt) + Zbk cos (kwt) (93)
k=2 k=2

La sostituzione delle (92) nella (93) restituisce la (10).
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C Sviluppo in serie di Fourier della funzione ()

Qui e
2
v(t):f(t)|v(t+k§>:v(t), Vk € Z, (94)
essendo: (\/_ )
V — VT —wt se0<t<Z
fE) = { V (VT4 Vit —a), seT<t< i (95)
per cui lo sviluppo in serie di v (¢) si scrive:
kmt . [ 2kmt
+Z[akcos< )+bk51n (—T )]
a .
= 50 + Z [ay, cos (kwt) + by sin (kwt)]
I coefficienti di Fourier sono:
w
—/ cos (kwt)dt, k=0,1,2,.. (96)
7
g/ sin (kwt)dt, k=1,2,..
s

0

Calcoliamo i coefficienti ay:

™ 27

ar = v / (VT — V71 — wt) cos (kwt) dt + / (V7 + Vwt — ) cos (kwt) dt
T
0 b
E conveniente calcolare dapprima ag:
y x 2n
%:i—/W%ﬂE:Eﬁ+/W%HG;ﬂﬁ
T
0 o
v w v r o
A ﬁ/dt—/\/w—wtdw\/%/dt+/\/wt—7rdt
T
0 0 s s

Calcolando i singoli integrali:

27
w

/ﬁ:z,/ﬁ:z
w w
0

s
w

27

973/2 . 973/2
/\/7‘(‘— tdt = i /ﬂ—wtdt: T

w

w
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Otteniamo:
apg = 2V\/7_T
Per k € {1,2,...}

Jus

\/E/ cos (kwt) dt — /\/7? — wt cos (kwt) dt + ﬁ/ cos (kwt) dt + /\/wt — mcos (kwt) dt
0 s

0

Un calcolo diretto porge:

ks 27
w

/cos (kwt) dt = /cos(kwt) dt =0, Vke{l,2,..},

0

s
w

onde v
w
ay = —— L (k) + L (k)]
dove:
—/\/’N — wt cos (kwt) dt
0
def /\/wt — 7 cos (kwt) dt

Gli integrali di questo tipo non si eprimono tramite funzioni elementari, bensi attraverso gli integral

di Fresnel: . .
. (7 . (7
S(x)= [ sin < ) d¢, C(z)= [ sin (—) de, (97)
[ [

che sono built-in nel software Mathematica, da cui si ottiene:
L (k)=-1(k), Vke{1,2,..}
Cio implica:
ap =0, Vke{l,2,..} (98)

Calcoliamo i coefficienti by:

/ (kwt) dt—/\/w— wt sin (kwt) dt+\/_/sm (kwt) dt—{—/th—wsm(kwt)
0

Un calcolo diretto porge:

27
w

[ | 1 (-1)*
sin (kwt) dt = — [ sin (kwt) dt = e Vk e {1,2,..},
w
0

w
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D FUNZIONI LIPSCHITZIANE

onde

dove:

Utilizzando Mathematica:
Ji (k)= Jo(k), Vke{l,2,..}

Quindi:
2wV
T

by, = Ji (k)

Esplicitiamo J; (k) con Mathematica:

y V2(=1) 0 (V2k) -2V
ﬁ 3/2

by, =

Finalmente:
v E=V2(-1)FC (Vak) - 2vk

v(t)=Vyn +ﬁz 7 sin (kwt) (99)

D Funzioni lipschitziane

Definizione 30 (Condizione di Lipschitz)
Sia f: X - R con X CR.

[ verifica def " rn 1o
la condizione di Lipschitz = >0 (@) - FEI < A" =2, Vo', a" e X (100)
1l numero reale positivo A si dice coefficiente di Lipschitz.

Le funzioni che verificano la condizione (100) si dicono lipschitziane. Sussiste il seguente teorema
per la cui dimostrazione rimandiamo a [?].

Teorema 31
f € lipschitziana in X) = [ é uniformemente continua in X

Osservazione 32 La condizione di Lipschitz (100) si puo scrivere come:

‘f - (”)

<A, Vi 2"e X, (2 #£2")

In altri termini, una funzione lipschitziana f ha @ rapporti incrementali limitata.
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F STUDIO DELLA FUNZIONE

E La funzione delta di Dirac

Ricordiamo sommariamente che tale funzione e definita dalla relazione:

5(x):{0’ se x # 0 (101)

400, sex =0 "

]Aé (z) f(x)dx = f(0), VfeCO' ([-AA]), YA>0 (102)

Per A — 400 - .
[s@ s @ds=0 (103)

Se f(z) =1 B

755 (x) dz = 705 (x)dz = 1 (104)

E chiaro che tutte queste relazioni non possono essere verificate simultaneamente da una funzione
ordinaria. Infatti, la delta di Dirac ¢ un funzionale lineare i.e. un’applicazione lineare, che associa a
una funzione continua f (z) lo scalare f (0), attraverso la relazione (103). Piu precisamente, assegnato
o € R e un suo intorno di ampiezza A arbitraria:

[A (l’o) = (.1'0 — A,$0+A),

si ha:
§: 0" (Ia (z0)) = R
§:f—=0(f)=[(x), VfeC" (Ia(20))
con A
6(f)= [d(x—wo) f(x)dz,
]
onde
+A
[ota =20 (@) do = f (a0 (105)
“A

Tale proprieta si rivela utile nelle applicazioni, dove la funzione delta di Dirac viene spesso denominata
impulso unitario.

F Studio della funzione

Studiamo la funzione (30) per un assegnato valore di a.
Insieme di definizione
La funzione e definita in R.
Intersezione con gli assi coordinati
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G SVILUPPO IN SERIE DI FOURIER DELLA FUNZIONE (?7)

=0 <= 1=0 mai

fr(x) =0« <
e a—+1#0

_z
a

e

Il grafico 7, : y = fi (z) non interseca 1'asse x.

f)\ (0) = %7

per cui v, interseca l'asse y in A (0, %)
Studio del segno
f)\(l‘) >0, VreR

Ne consegue che 7, e contenuto nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

1 1 1
1' = 1 = = = 1
x—l>r-|{100 f)\ (l’) x—1>I—Poo e—% +1 a>0 e~ + 1 ot +1 ’
¢ | 1 1
1j — 1 — — — O+

Cioe, la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a destra per il grafico di f, (x), mentre y = 0 ¢ asintoto
orizzontale a sinistra.
Studio della derivata prima
Vea
hHha)=———3 (106)
a (1 + ea)

Risulta

fr(x) >0, Ve eR

Pertanto f) (z) ¢ strettamente crescente.

G Sviluppo in serie di Fourier della funzione (24)

I coefficienti di Fourier della funzione (24) sono:

T/2 T/2
2 2kmx 2 . [ 2kmx
ak:T/v(x)cos( T >dx, bk:T/v(x)sm( T )dm
—T/2 -T/2
Ma T =27 i _

1 1 :

ap = —/v () cos kxdx, by = —/?J (z) sin kxdx
T T

Calcoliamo dapprima ag:

T

aozl/v(x)dx

T
:K/dx
T
0
=V
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H SVILUPPO IN SERIE DI FOURIER DELLA FUNZIONE (7?)

Per k € {1,2,...}:

™

ay = K/cos kxdx = S sinkz|,_g =0
T km
0

I coeffcienti by:

b = K/sin kxdx = Y cos kx|, ]
T km
0

CVi-(-1)"
G k ’
per cui lo sviluppo di Fourier e:
+00 k
1 1 1—(-1
-+ — E % sin kx

2 7
k=1

v(z)=V

H Sviluppo in serie di Fourier della funzione (30)

Abbiamo:

ao ()\) +o0o

i (z) = + Z [ar (X) cos kx + by, (A) sin kx|,
2 k=1
con
Vv r cos kx
A) = — [ S e k=012, .. 1
ag (N) W/e_x—l—lx 0 (107)

be(n) = L[ BmET L h—12
e x+1

Calcoliamo ag (A):

V[ ode
ao(/\):;/

e x +1

_V/ exdr
1) 1+ex

LAV [d(1+eR)
o 1+ex

—Tr

AV <1+e”/’\>
_ A (e

T 1+ e /2

14 e/ 14 e™/> /A

Tte A e (Ite) =
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I SVILUPPO IN SERIE DELLA FUNZIONE (7?)

e prendendo il logaritmo:

Y

14 em/? s
—Ine™/* =2
ln(l—l—e—“/’\) =Ine =3

per cui:

ao ()\) =V

Cioe il termine ag ¢ indipendente da A. Questo risultato ¢ ragionevole, giacche % ¢ il valor medio di
fr(x)in [—m, 7]. Per k € {1,2,...} gli integrali a secondo membro delle (107) non si esprimono tramite
funzioni elementari, bensi attraverso la funzione ipergeometrica che e built-in in Mathematica:

oF (a,b,¢;2), z€C

Per A\ =1

_ 1
 2kw
Fi(D)" o 1,0k, 1 4k, —e™) — i (1)F - oFy (1,ik, 1 + ik, —e™)],

ar (1) [—i % (=1)" - oFy (1, —ik, 1 — ik; —e™) +i (=1)" - oFy (1, —ik, 1 — ik, e™™) +
che sono comunque reali, ad esempio:
ap (1) = 3.75482 - 10717, ay (1) = 3.75482 - 107", a3 (1) = —6.62616 - 10~'®

che a loro volta suggeriscono
ar (1) =0, Vke{l,2,...,}

I coefficienti by (1) si esprimono in modo simile.

I Sviluppo in serie della funzione (79)

La funzione (79) e dispari, per cui la serie di Fourier ¢ di soli seni:

+oo
> bysinka, (108)
k=1
con -
L[, (1) .
b, =— [ 2°sin | — | sinkxdz, k=1,2,.. (109)
T x
La somma parziale di ordine n:
S (x) = Zbk sin kx (110)
k=1

Gli integrali a secondo membro della (109) vanno calcolati numericamente, e per n < 50 ¢id non crea
problemi a Mathematica. Eseguendo l'integrazione numerica per n > 50 le impostazioni di default
del software restituiscono un messaggio di errore, ed € necessario utilizzare le giuste opzioni a causa
delle infinite oscillazioni della funzione integranda in un intorno di x = 0.

Tali integrali vanno calcolati numericamente.
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