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Le coordinate di Fourier

Marcello Colozzo

Sommario

Dimostriamo una proprieta notevole dei coefficienti o coordinate di Fourier di una funzione

feC([-m,n)).



Assegnata una funzione f € C ([—m, 7)), i coefficienti di Fourier di f

1 [ -
ap = —/f (x) cos kxdx, by = —/f (x) sin kzdex, (k=0,1,2,..,n), VneN (1)
T 7r

compongono il polinomio trigonometrico di grado! 2n + 1:

Tons1 () = % + Z (ay, cos kx + by sin kx)
k=1

E chiaro che assegnata f € C (|—,7]) & univocamente determinata la (2n + 1)-pla
(a0>a1;b1,a2,b2,...,an,bn) c R2n+1 (2)

i cui elementi sono i coefficienti o coordinate di Fourier della funzione assegnata. E vero anche il
viceversa: la (2n + 1)-pla (2) individua univocamente la funzione f € C ([—m,7]). Per dimostrare
tale proprieta occorre e basta dimostrare il teorema seguente:

Teorema 1 Hp. Sia f € C ([—m,7]) tale che:

/f (x)coskxdr =0, (k=0,1,2,...,n)
T , YneN (3)
/f (x)sinkzdr =0, (k=0,1,2,...,n)

Th. f(x) e identicamente nulla in [—m,x|.
Dimostrazione. Procediamo per assurdo:

dxg € [—m, 7| | f(x0) >0 — Al5 (xo) = (o — 0,0 + 0) C [—m, 7| | f(x) >0, Vo€ I5(x)

f & continua in [—m,7]

Definiamo la funzione:

g(l‘):1+COS x_$0—5+(l’0+5):| _COS|:.1’0—(5—(1'0+(5)

2 2

=1+ cos(x — o) — cosd
Risulta:

g(x) > 1 <= cos(x—xp) >cosd <=z € Is(z9) (5)
9 (z)] <1 <=z & Is ()
Cio implica:
Vee (0,6), IN.>0]g(z)>1+ A\, Vo e J(rg) =(xg—¢,20+¢) C Is(x0) (6)

Inoltre, per ogni intero naturale n, la funzione [g (x)]" & un polinomio trigonometrico di grado 2n+1.
Posto:

s

1, / g (@)]" f () dz, VneN, (7)

—T

L Alcuni Autori utilizzano la locuzione polinomio trigonometrico di ordine n.
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otteniamo una successione reale {1}, . Ma per le (3) e:
I,=0, VneN

Cioe {I,},cn € la successione identicamente nulla. D’altra parte, I, si decompone nella somma di 3
termini:
L =I" + 18 + 19,

n n

dove:

wz/wwwmm

zo+0
xo+o
1= [ @@

Posto M = max(_, » | f|, per il teorema della media si ha:

xro—0 zo—0
1)< [ g @lde <01 [ g @Plde <30 @ —5+7), WneN

[(2)

n

Allo stesso modo < M (m — xg — d). Ne consegue che le successioni {[7(11)} , {L(f)} sono
neN neN

limitate, per cui
lim |IM] < +o0, (k=1,2)

n—-+o0o

Studiamo il comportamento di IS per n — +00. Tenendo conto della (6):

To+0 To+e
[ b@r i@ [ lg@p e ®)

Applicando il teorema della media al secondo membro della (8), (g (z)" > 0):

ro+e To+e
/wumﬂ@mzm/mem

essendo m = min_. - f. Ma per la (6):

xro+e
lg (z)]"dx > 2e (1 + A\)",
per cui la (8) diventa:
zo+9 To+e
@I @) de> [ g f(x)do 22 (14 A"
zo—0 To—€



cioe:
I® >2:(1+\)", VneN
Cio implica:
lim I = 400 = lim I, = +oo,

n—-+o00 n—-+o0o

che & assurdo, giacche {I,} & la successione identicamente nulla. m



