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Abbiamo ricavato I'’equazione di Schrodinger per un sistema quanto-meccanico costituito da una
particella di massa m che compie un moto 1-dimensionale e sottoposta a un campo di forze conserva-
tivo di energia potenziale V' (x). L’equazione si generalizza immediatamente al caso di una particella
che si muove in R3. Precisamente, basta sostituire ’operatore di derivazione parziale seconda aa—;g

. : 2 _ 9% | 9 | 9 .
con il laplaciano V* = 7= + 57 T 527 ottenendo:
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Iniziamo con l'osservare che la soluzione 1 di tale equazione puo avere un andamento periodico a
causa dell'unita immaginaria a secondo membro. Infatti, abbiamo visto nei numeri precedenti che la

soluzione puo essere scritta nella forma:

Y (x,1) = e iy (x) (2)

Questa circostanza suggerisce le denominazioni funzione d’onda per la grandezza v ed equazione d’on-
da di Schrédinger per la (1). Rileviamo tuttavia una differenza sostanziale con ’equazione d’onda di D’Alemb

che e del secondo ordine nella derivata temporale. Al contrario, I'equazione di Schrodinger e del
primo ordine rispetto alla predetta variabile, per il modo in cui ’equazione ¢ stata ricavata. Infatti,
in forma operatoriale si scrive:
. o
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dove H & I'operatore hamiltoniano associato al sistema. Ricordiamo poi che I’evoluzione temporale
della funzione d’onda € un processo deterministico in forza dell'unicita delle soluzioni del problema
di Cauchy:
S
{ Hy = ih% (4)
¢ (X7 tO) = ¢0 (X)

In altri termini, il valore iniziale ¢ (x,ty) determina (per un assegnato hamiltoniano e quindi per un
dato sistema quantistico) il valore di ¢ in un qualsiasi istante successivo. Cio esprime il principio di
causalita in meccanica quantistica [2].

Nei numeri precedenti abbiamo interpretato fisicamente la funzione d’onda attraverso la seguente
identita funzionale:

px.t) =9 (x, )], (5)

dove p (x,t) ¢ la densita di probabilita per la posizione, nel senso che la grandezza differenziale
dw = p (xo,t) d*z

¢ la probabilita infinitesima di trovare al tempo ¢ la particella nel volume infinitesimo d®x centrato in
Xo. Inizialmente Schrédinger interpreto in maniera diversa la grandezza 1 definendo la (5) come la
densita di carica elettrica al tempo ¢ nel punto x. E da tener presente che all’epoca erano sconosciute
le particelle elettricamente neutre. Qualunque sia il significato fisico di ¢ (densita di probabilita o
di carica elettrica) iniziamo con il verificare che p verifica la cosiddetta equazione di continuita,
premettendo alcune nozioni.
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Sia G (t) una grandezza scalare di densita p (x,1):

G (t) :/Dp(x, t) d’x, (6)

per un assegnato dominio D C R3. Dal momento che p ¢ una funzione delle coordinate (z,y, 2)
e del tempo t, possiamo immaginare che essa venga “trasportata”. Definiamo allora un campo
vettoriale j (x,t) — denominato densita di corrente di G (t) — tale che se do & un qualunque elemento
di superficie e n il versore normale, j (x,t)-ndo & la quantita di grandezza che attraversa do nell’'unita

di tempo. Cio implica che
/ j(x,t) - ndo
S

e la quantita di grandezza che attraversa la superficie S nell'unita di tempo. Dimostriamo il seguente
teorema:

Teorema 1 L’equazione del bilancio per la grandezza G (t) di densita p (x,t) e densita di corrente
j(xt) ¢
£+dwy—% (7)

dove 7y (x,t) ¢ la densita di velocita di creazione/distruzione della grandezza G (t):

' = [ 1xods ®)
D
essendo I (t) la velocita di creazione/distruzione di G (t).

Dimostrazione. Preso ad arbitrio un dominio D di frontiera regolare 0D, si ha che I'equazione del
bilancio in forma integrale si scrive:

dG
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L’integrale di superficie puo essere convertlto in un integrale di volume utilizzando il teorema della

divergenza:
%j-nda:/divjd%
oD D
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Per 'arbitrarieta di D si ha:

ot
onde 'asserto. m
Se v (x,t) > 0 il mezzo in cui si propaga la grandezza G si dice sorgente. Viceversa, per 7y (x,t) < 0
il mezzo assorbe. Per ultimo, v (x,t) = 0 la grandezza G si conserva e I'equazione del bilancio si chia-
ma equazione di continuita. Per quanto precede, tale equazione esprime localmente la conservazione
di GG, a differenza dell’equazione integrale

dG
& i ndo = 0
dt+j(éDJ nag
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che esprime globalmente la conservazione di G. Cio premesso, riscriviamo 'equazione di Schrodinger
(1) e la sua complessa coniugata

{ _%v2w+v(x)¢(x,t):iﬁ%—f (9)
S V(%) 7 (x, 1) = R0

Moltiplichiamo la prima per ¢* e la seconda per ¢, per poi sottrarre membro a membro:
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Definiamo .

la cui divergenza e
s ﬁ’ * *
divj = 5 (V* V2 — V)
im

Ne consegue che la (10) ¢ 'equazione di continuita per la grandezza di densita p (x,t):

)
a—’; +divi =0 (12)
Schrodinger defini
pe(x,1) = qp (x,1), (13)

dove ¢ e la carica elettrica della particella. Quindi la densita di corrente elettrica associata a tale
carica ¢

jc (X7 t) - qj (Xa t) (14)
Tuttavia tale interpretazione offre il fianco a numerose critiche [1]. Ad esempio, 'eventuale sparpa-
gliamento dell’onda descritta dalla funzione 1) (x,t) determina un conseguente sparpagliamento della
carica elettrica trasportata, contrariamente ai risultati delle esperienze che vedono una particella elet-
tricamente carica come un oggetto puntiforme. Fu Max Born che nel 1926 propose l'interpretazione
statistica discussa in precedenza, e cio¢ dw = p (X, t) d*z ¢ laprobabilitd infinitesima di osservare al
tempo t la particella nell’elemento di volume centrato in xq, mentre j (x,¢) - ndodt ¢ la probabilita
infinitesima che la particella attraversi I’elemento di superficie do nell’intervallo di tempo infinitesimo
dt. L’interpretazione statistica ha senso solo se ci riferiamo a un numero N > 1 di particelle che si
trovano nelle stesse condizioni iniziali. Un tale sistema fisico ¢ denominato fascio. In tale configu-
razione sperimentale, la grandezza dw ¢ il numero N’ di particelle osservate al tempo t nel volume
d®z, mentre j (x,t) - ndodt ¢ il numero N” di particelle che attraversano 1’elemento di spuerficie do
nell’intervallo di tempo dt. Se le particelle hanno una carica elettrica g:

gN' = carica elettrica del fascio di particelle

N"j = densita di corrente elettrica del fascio di particelle
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