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1 FUNZIONI IPERBOLICHE

1 Funzioni iperboliche

Seno iperbolico

sinhx = 5 (1)
Coseno iperbolico
coshz = - +26x (2)
Tangente iperbolica
tonh z — sinh x _ et —e” (3)

cosh x et + e*

L’insieme di esistenza di tali funzioni ¢ R.

Parita
) et —e” . . . .

sinh (—z) = —g =" sinh x = funzione dispari
e+ e’

cosh (—x) = T+ = cosh = funzione pari
sinh (—z

tanh (—z) = sinh (=2) = —tanh z = funzione dispari
cosh (—x)

Da cio segue che il grafico di coshx ¢ simmetrico rispetto all’asse y, mentre il grafico di sinhz e
tanh x e simmetrico rispetto all’origine, per cui passa per tale punto. Infatti, sinh(0 = tanh0 = 0,
mentre cosh0 = 1.

Segno
sinhz >0 <= ¢" > e * <=z € (0,+0)
coshx >0, VreR
tanhz > 0 <= sinhx > 0 <= x € (0, +00)
Monotonia

e”, e~" strettamente crescenti = sinh x ¢ strettamente crescente. Idem per la funzione tanh x.
Per quanto riguarda cosh x, utilizzando alcune proprieta della funzione esponenziale, si dimostra che
e strettamente crescente in (0, +00) e strettamente decrescente in (—oo,0). Da cio segue che z = 0
e punto di minimo:

mincoshx = cosh0 =1 (4)

Ne consegue che mentre sinh x e tanh x sono invertibili, cosh z lo e solo localmente.
Ricerca del codominio.
Iniziamo con sinh x. Dobbiamo risolvere ’equazione nell’incognita x

Cioe
X —2ye” —1=0

e =yt\y +1 (6)

La soluzione y — /y? + 1 & inaccettabile, giacche il secondo membro di (6) deve essere tale che il
primo membro sia positivo. Quindi:

Risolvendo rispetto a e”:

r=mn(y+ V2 +1) (7)
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Riesce
y+Vy +1>0, VyeR,

Ne consegue che il codominio di sinhz e R. Per la funzione tanhz, si ha dalla sua definizione:
|tanh z| < 1, onde il suo codominio & contenuto in (—1,1). Per esplicitarlo, risolviamo rispetto a x
I’equazione:

et —e e —1 S

e =
er 4 et y e2r 1

Yy e (—1,1), }J_r—z > 0, per cui

1 1
szIn(ﬂ), ye(—1,1)

Ne consegue che il codominio di tanhz & (—1,1). Passiamo a coshz. Qui & mincoshz = 1, onde il
codominio ¢ contenuto in [1, +00). Risolviamo:

+e
=y <= e —2ye” +1 =0,

da cui
ef=yty?—1 (8)

Per quanto precede, deve essere y > 1, per cui y = y/y? — 1 > 0. Pertanto, entrambe le soluzioni

sono accettabili:
len(y:l:ﬁgﬂ—l) (9)

D’altra parte

+ VY7 1
y—vﬁ—lzzjf%%ffﬁr— ﬁ—l)
1

z=+In(y+ 7~ 1) (10)

Da cio vediamo che il codominio di coshz ¢ [1,+00). In fig. 1 riportiamo il grafico delle funzioni
iperboliche.
Dalle (1)-(2) otteniamo lidentita fondamentale:

onde:

cosh® r —sinh 2% = 1 (11)
Inoltre:

sinh (a + b) = sinh a cosh b 4 cosh asinh b (12)
cosh (a 4+ b) = cosh a cosh b + sinh asinh b

Le relazioni (1)-(2) richiamano le formule trigonometriche con il “segno sbagliato”:
cos?x +sin’x =1

sin (a + b) =sinacosb+ cosasinb | (13)
cos (a +b) = cosacosb —sinasinb
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Figura 1: Diagramma cartesiano delle funzioni iperboliche. 1l grafico di cosh x € noto come catenaria,
poiche ¢ la configurazione di equilibrio di una catena sospesa per gli estremi e sottoposta al solo campo
gravitazionale.

da qui la denominazione seno e coseno iperbolico. 11 termine iperbolico deriva, invece, dalla traiettoria
descritta da un punto che compie un moto piano di equazioni orarie!:

x(t) = cosht, y(t) =sinht, te€R (14)

che compongono una rappresentazione parametrica della traiettoria del punto. Possiamo svincolarci
dal parametro ¢ quadrando e sommando:

ZL‘2 - y2 = 17 (15)

che e 'equazione cartesiana della traiettoria. Per essere piul precisi, iniziamo con l’osservare che
'intervallo base nella (14) & [0, 400) , giacche ¢ & il tempo. E facile persuadersi che in questo caso la
traiettoria descritta dal punto ¢ un arco dell’iperbole equilatera (15) contenuta nel primo quadrante
(cfr. fig. 2).

Volendo rappresentare il ramo di iperbole contenuto nel semipiano = > 0, dobbiamo far variare
il parametro t da —oo a +oo (cfr. fig. 3).

2 Funzioni iperboliche inverse

sinh x e tanh x sono strettamente monotone, quindi invertibili. La funzione cosh x ¢, invece, invertibile
solo localmente in quanto ¢ strettamente crescente in [0, +00) e strettamente decrescente in (—oo, 0].
Per la funzione sinh 2 abbiamo risolto la (5) ottenendo:

len<y+\/y2+1>,

che fornisce 'espressione analitica dell’inversa di sinh z. Quest’ultima si chiama arcoseno iperbo-
lico o settore seno iperbolico e si indica con uno dei simboli arcsinhx, settsinhz. Quindi:

arcsinhz = In <ac + Va2 + 1) , (16)

'Le grandezze - posizione e tempo - sono adimensionalizzate.
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Figura 2: Traiettoria della particella per ¢ € [0,4+00). A ¢t = 0 la particella ha coordinate cartesiane
(1,0), per poi spostarsi progressivamente lungo I’arco di iperbole 2% — 3?> = 1 contenuto nel primo

qudarante.

Figura 3: Traiettoria della particella per ¢ € (—oo,4+00) A t = —oo la particella ha coordinate

2

cartesiane (z,y) — (400, —00), per poi spostarsi progressivamente lungo il ramo di iperbole 2% —y? =
1 contenuto nel semipiano x > 0, raggiungendo il punto all’infinito (z,y) — (400, +00) per t — +o00.
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che e definita in R. Analogamente per tanh z abbiamo I'inversa denominata arcotangente iperbo-
lico o settore tangente iperbolico e si indica con arctanhz o con settanhz.

1 1+
hr = =1 1
arctanhx 5 n(l—x) ( 7)

Riguardo al cosh x si adotta la convenzione di invertire la funzione in [0, +00). Cio implica che nella
(10) va preso il segno superiore:

x:ln<y+\/y2—1), y>1

Abbiamo cosi ’arcocoseno iperbolico o settore tangente iperbolico:
arccoshr = In (m + Va2 — 1> ,

che ¢ definita in [1, +00). In fig. 4 riportiamo il grafico delle funzioni iperboliche inverse.
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Figura 4: Grafico delle funzioni iperboliche inverse.
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