Moneta che rotola su un’altra moneta (parte prima)
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1. Scrivere 'equazione oraria del moto di un punto P del bordo di una moneta M di
raggio R che rotola senza strisciare sul bordo di una moneta M, di raggio Ry > R.

2. Determinare una rappresentazione parametrica della traiettoria I'; individuando even-
tuali punti singolari.

3. Discutere il caso r = ry, determinando il numero di rotazioni eseguite da M.

Soluzione
Fissiamo un riferimento cartesiano ortogonale R (Ozy) con origine nel centro della cir-
conferenza vy = dMy, come illustrato in fig. 1.
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Figura 1: La circonferenza ~ ¢ il bordo della moneta M che rotola sul bordo 7, di My,
I problema consiste nel determinare il vettore posizione x (t) del punto P. Dalla fig. 1:

x(t) =xc (t) +y (1), (1)

dove x¢ (t) ¢ il vettore posizione del centro C' di v = OM, mentre y (¢) ¢ il vettore spiccato
da C' verso P. Se la moneta M rotola su vy ruotando a velocita angolare costante wy, l’angolo
che x¢ (t) forma con I'asse x si scrive:

¢ = wot (2)
Esplicitiamo i singoli vettori a secondo membro della (1):
xc (t) = |xe (t)] cos (wot) 1+ |x¢ (t)] sin (wot) j
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Ma |x¢ (t)| = Ro + R, per cui
xc (t) = (Ro + R) cos (wot) i+ (Ro + R) sin (wpt) j (3)
Dalla fig. 1:
ﬁ+‘0&‘+W0t:7T:>‘Oé‘:7T—ﬁ—th (4)

Anche se in fig. 1 non appare (per ragioni di imperfezione grafica), ’arco QA della circon-
ferenza 7y e 'arco AP di v, hanno la medesima lunghezza, per cui

Rowot = RB - B = %wot (5)

Osservando poi che a € contato nel verso orario, quindi negativo, si ha dalla (4):
a=—la| =—7+ 5+ wot,

da cui Rt R
szog wot — (6)

Osservando che
ly (1) =R, VteR

si ha
y (t) = Rcosa (t)i+ Rsina (t)j
= Rcos <R0;_ Rwot — 7T) i+ Rsin <RD;_ Rwot — 7r>j
Ry + R Ry + R
= —Rcos ( 0;_ wot) 1— Rsin < 0;_ wgt)j
Finalmente

ﬂﬂ:km+3n%@my4%%(%;R%Q]i (7)

+ {(Ro + R) sin (wot) — Rsin (RO; Rwot)l J,

che e una rappresentazione parametrica della traiettoria. La curva in questione e una
epicicloide. La velocita della particella ¢
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+ lcos (wot) — cos (RO; Rwotﬂ j}

I punti singolari di I" si ottengono risolvendo

%g—mw@k 8)

v(t)=0
che scritta componente per componente

sin (£ 00t) — sin (wot) = 0 sin (wot) = sin (Fetfwt) (9)
cos (wot) — cos (Fetfwyt) =0 cos (wot) = cos (FHwt)




che vanno risolte per assegnati valori di Ry, R. Ad esempio, per Ry = 2R il sistema
precedente si scrive:

sin (wot) = sin (3wyt)
(10)
cos (wot) = cos (3wot)
Dal momento che la traiettoria e periodica di periodo T = i—g, limitiamoci all’intervallo
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sin (wpt) = sin (Bwot) <= wot = 0, 2, 10T T 27
3
cos (wot) = cos (Bwpt) <= wot = 0, g, ™5 27

Le radici comuni sono
wot =0, 7,27

Ne consegue che per Ry = 2R i punti singolari di I' corrispondono ai seguenti valori del
parametro (tempo):

t=0,- (11)

Wo
L’andamento della traiettoria e riportato in fig. 2 , da cui notiamo ’esistenza dei punti
cuspidali Py (Ry,0) e P> (—Rp,0). Si tratta di punti di arresto con inversione del moto (ad
esempio, in P; il moto da retrogrado diviene progressivo). L’accelerazione ¢ data da

a(t) =¥ (t) = w2 (Ro + R) { [RO + R o (ROE Rwot) = cos (W)} P2

Ro+R . (Ro+R : .
+[ OR sm< OR w@)—sm(wot)}J}

Per Ry = 2R

a (t) = 3wi R{[3 cos (3wyt) — cos (wot)] i (13)
+ [3sin (Bwot) — sin (wot)] j}

A t =0 (a cui corrisponde il punto cuspidale P;)
a (0) = 6w} Ri

Consideriamo ora Ry = 3R. Le (9) si scrivono:

sin (wot) = sin (4wyt) (14)
cos (wpt) = cos (dwot) ’
le cui soluzioni per wyt € [0, 27] sono
2 A4rw
t=0,-—,— 15
30&)0 30.10 ( )

Abbiamo, quindi, tre punti cuspidali come mostrato in fig. 3.
Tale risultato si generalizza per Ry = nR, cioe contemplando una moneta M il cui raggio
Ry € un multiplo intero del raggio R, come mostrato in fig. 4 dove n = 6.
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Figura 2: Il raggio di M, e il doppio del raggio di M.
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Figura 3: Il raggio di M, e il triplo del raggio di M.
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Figura 4: Il raggio di My ¢ Ry = 6R.



