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Capitolo 1

Numeri reali

1.1 Ordine fra numeri reali

1. Esercizio. Sia
1
A={-—-1;ne N*"}.
[~ LneN)

(a) Dire se A ammette massimo e in caso affermativo determinarlo.
(b) Dire se A ammette minimo e in caso affermativo determinarlo.

(c) Dire se A ammette estremo superiore in R e in caso affermativo determi-
narlo.

(d) Dire se A ammette estremo inferiore in R e in caso affermativo determi-
narlo.

Risoluzione.

(a) A ammette massimo e max(A) = 0.
(b

)

) A non ammette minimo.

(c) A ammette estremo superiore e sup(4) = 0.
)

(d) A ammette estremo inferiore e inf(A) = —1.

2. Esercizio. Per ciascuno dei seguenti insiemi
_ f3n—1. *

(a)A_ n 7n€N}7

(b) A= {22 ne N},

(c) A= {3"2“' ne N*},

n2 )

(d) A= {n%ﬂ;neN}
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dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; dire se A & limitato supe-
riormente, se A ¢ limitato inferiormente, se A ¢ limitato; determinare ’estremo
superiore e l'estremo inferiore di A rispetto a (R, <).

Risoluzione.

(a) Per ogni n € N si ha Snn—’l =3- %; I'insieme A ¢ quindi formato da punti
che al crescere di n si avvicinano crescendo a 3 senza mai raggiungerlo;

quindi si ha:

A non ammette massimo;

A ammette minimo e min(4) = 2;
A ¢ limitato superiormente;

A & limitato inferiormente;

Ae limitato;

si ha sup(A4) = 3;

si ha inf(A) = 2.

Si ha ”T“ =1+ % L’insieme A ¢ fatto di infiniti punti che al crescere di
n si avvicinano decrescendo a 1 senza mai raggiungerlo; quindi si ha:

A ammette massimo e si ha max(A) = 3;
A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A ¢ limitato;

si ha sup(A) = 3;

si ha inf A = 1.

. . N . . . 2
L’insieme A & 'immagine della successione (B”nj 1) .
neN*

. 2 . . . 2 N .
Si ha 3’272“ = 3+ 2 quindi la successione (3’272“) ¢ decrescente; si
neN*

n27

ha poi limy, o0 325 = 3 ¢ 3 ¢ A; si ha quindi:
A ammette massimo e si ha max(A) = 4;

A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A ¢ limitato;

si ha sup(A4) = 4;

si ha inf A = 3.

L’insieme A & I'immagine della successione (n%ﬂ) .
neN

La successione (n%ﬂ) ¢ decrescente; al crescere di n i punti
neN

avvicinano decrescendo a 0 senza mai raggiungerlo; si ha quindi:
A ammette massimo e si ha max(A) = 1;

A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A & limitato;

_1
n24+1

si
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si ha sup(A4) = 1;
si ha inf A = 0.

. Esercizio. Sia

A= {3z €] - 00,00}

dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; determinare ’estremo
superiore e I'estremo inferiore di A rispetto a R.
Risoluzione. Posto

1
fi]—00,0— R,z — —,
x

si ha A = f(] — 00,0[)

:] ,0[. Quindi A non ammette massimo, A non
ammette minimo, Sup( )=

fCA) = —oc.

. Esercizio. Per ciascuno dei seguenti insiemi

(a) A=[vV2,2nQ,

(b) A=[-v2.v2]nQ,
(c) A=[0,v2]N(R-Q),
(d) A=]-00,v2NQ,

dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; dire se A & limitato supe-
riormente, se A € limitato inferiormente, se A ¢ limitato; determinare ’estremo
superiore e l’estremo inferiore di A rispetto a (R, <).

Risoluzione.

(a) Per ogni 2 € A si ha v/2 < 2 < 2; inoltre 2 € A; inoltre vi sono punti di A
vicini come si vuole a v/2; quindi si ha:
A ammette massimo e max(A4) = 2;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = 2;
si ha inf(A) = /2.

(b) Per ogni x € A si ha —/2 < z < /2; inoltre vi sono punti di A vicini come
si vuole a —/2 e a v/2; quindi si ha:
A non ammette massimo;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = v/2;
si ha inf(A4) = —v/2.
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(c) Per ogni € A si ha 0 < z < /2; inoltre v/2 € A e vi sono punti di A
vicini come si vuole a 0; quindi si ha:
A ammette massimo e si ha max(f) = v/2;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = v/2;
si ha inf(A) = 0.
(d) Per ogni z € A si ha z < v/2; inoltre v/2 ¢ A e vi sono punti di A vicini
come si vuole a v/2 e inferiori di un arbitrario numero reale; quindi si ha:
A non ammette massimo;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A non ¢ limitato inferiormente;
A non e limitato;
si ha sup(A4) = v/2;
si ha inf(A) = —oc0.

5. Esercizio. Dare un esempio di un sottoinsieme di {z € R;z < —1} dotato di
estremo superiore in (R, <), ma non di massimo.
Risoluzione. | — oo, —2].

6. Esercizio. Determinare I'insieme dei maggioranti di R rispetto all’insieme
ordinato (R, <).
Risoluzione. L’insieme dei maggioranti di R rispetto a R & {+oc0}.

7. Esercizio. Dare un esempio di una funzione definita su {z € R;z > 1} limitata
inferiormente, ma non dotata di minimo.

Risoluzione. f:[1,+o0[— R, 2 — %

1.2 Funzioni reali

1. Esercizio. Determinare 'estremo superiore e I’estremo inferiore in R della
seguente funzione:

1
TR — Rz — — .
x

Risoluzione. Si ha f(R*) =]0, +oo[; quindi si ha sup(f) = +oo, inf(f) = 0.
2. Esercizio. Disegnare approssimativamente in uno stesso sistema di assi i grafici
di
f:00,1] — R,z — 2
e di
g:[0,1] — R,z — !
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mettendo in evidenza il legame fra i grafici.

Risoluzione.

3. Esercizio. Sia

T per x < —1
fil=00,1] R,z — (¢ —1 per—1<z<0 ;
2¢c perO<z <1

(a
(b

) tracciare approssimativamente il grafico di f;
(c) dire se f ammette massimo e minimo e in caso affermativo determinarli;

determinare 'immagine di f;

(d) dire se f ¢ limitata superiormente, limitata inferiormente, limitata;

(e) determinare l'estremo superiore e I'estremo inferiore di f rispetto a (R, <).

Risoluzione.

(a) Siha

/——4i
(b) Siha f(] —o0,1]) =] — 00, —1]U]0, 2].
(¢) f ammette massimo e max(f) = 2; f non ammette minimo.
(d) felimitata superiormente; f non ¢ limitata inferiormente; f non & limitata.
(e) Siha sup(f) =2, inf(f) = —oc.
4. Esercizio. Sia f : [-2,0] — R,z — 2?; determinare f([—2,0]), provare che

f € iniettiva e trovare la funzione inversa di f.

Risoluzione. Si ha f([—2,0]) = [0,4].
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Per y € [0,4] e per ogni x € [—2,0] si ha f~!(y) = z se e solo se f(x) =y, cioe
se e solo se £2 = y; quindi si ha z = +,/y; poiche x < 0, si ha x = —,/y; cio
prova che f & iniettiva e che si ha

71004 — Ry — —\/y.

5. Esercizio. Sia f : [-1,0(— R,z — —%; determinare f([—1,0[), provare che

f & iniettiva e trovare la funzione inversa di f.

Risoluzione. Si ha f([—1,0[) = [1, +o0].

Per y € [1,+o0[ e z € [-1,0[ si ha f~!(y) = z se e solo se f(x) =y, cioe se e
solo se ?12 = y; quindi si ha z = iﬁ; poiche z < 0, si ha z = —ﬁ; cio prova
che f ¢ iniettiva e che si ha

1
i, 4oo[— Ry — —— .

VY

6. Esercizio. Sia f: R — R,z — 22 — 3z + 2;

(a) determinare 'immagine di f;

(b) dire se f & iniettiva.
Risoluzione.

(a) L’immagine di f & l'insieme delle y € R tali che ’equazione di incognita
z € R, 22+ + 1 = y, ammette almeno una soluzione. L’equazione &
equivalente a 22 — 3z + 2 —y = 0; tale equazione ha soluzioni se e solo
se 9 —4(2 —y) > 0, ciot se e solo se y > —1; I'immagine di f & quindi
[7ia +OO['

(b) La funzione f & iniettiva se e solo se per ogni y appartenente all'immagine di
f Pequazione di incognita = € R, 2 — 3z +2 = y ammette una ed una sola
soluzione. Siay > fi; I’equazione sopra ¢ equivalente a 22 —3x+2—y = 0;
tale equazione per y # *i ha due soluzioni; quindi f non é iniettiva.

o . . . 1 .

7. Esercizio. Sia f: R—{—3} — R,z — 5553

(a) determinare 'immagine di f;

(b) dire se f & iniettiva;

(c) in caso affermativo, determinare f~1.
Risoluzione.

(a) L’'immagine di f & l'insieme delle y € R tali che l'equazione di incognita

x € R~ {—%}, 3257 = Y, ammette almeno una soluzione.

E quindi anche uguale all’insieme delle y € R tali che ’equazione di
incognita x € R

Qmﬁ—l

x # —

Y

N[ =
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()

ammette almeno una soluzione.

L’equazione ¢ equivalente a

=2+ 1)y
e

L’equazione di incognita = € R, x = (2 — 1)y, non ha la soluzione x = —%;
quindi 'equazione di incognita x € R

r=2x+ 1)y
e

e equivalente all’equazione di incognita z € R,
x=2z+ 1y,

quindi a z = 2zy + y; quindi a (1 — 2z)y — y.

Tale equazione ha soluzioni € R se e solo se 1 — 2y # 0, cioe se e solo se
y# 3

L'immagine di f & quindi R—{3}.

La funzione f & iniettiva se e solo se per ogni y appartenente all’immagine
di f l'equazione di incognita z € R—{—3}, 2297 = Y, ammette una ed
una sola soluzione. Sia y € R— {%}, I’equazione sopra € equivalente all’e-
quazione di incognita x € R, z(1 — 2y) = y; tale equazione ha una ed una

sola soluzione r = t%5-. quindi f & iniettiva.
—2Y

Siha f71:R-{3} — R-{-3},y —

Y
1-2y°

1.3 Radici aritmetiche

1. Esercizio. Trovare un m € R per cui

m + 2
m+3

sia un numero razionale.

Risoluzione. Per m = 1 si ha

\7‘% = % = %; ¢ quindi sufficiente scegliere

m = 1.

2. Esercizio. Disegnare approssimativamente il grafico di

-1 per x <0
fTR—R,z— < x per0<z<1
r—1 perz>1

Risoluzione.
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1.4 Valore assoluto

1. Esercizio. Determinare i ¢t € R per i quali

(It] = 1)?

ammette reciproco.

Risoluzione. Il numero reale (|t|—1)? ammette reciproco se e solo se (|t|—1)% #
0, cioe se e solo se [t| — 1 # 0, cioe se e solo se [t| # 1, cioe se e solo se t # 1 e

t#£—1.
. Esercizio. Trovare un m € N in modo che

I2 + I3m+1

ffR—Rz—
™ +1

sia una funzione pari.

Risoluzione. Affinche f sia una funzione pari, ¢ sufficiente che 3m + 1 sia un
numero pari; ¢ allora sufficiente scegliere m = 1; dunque
2 4
f:R— R,z — ZH=
z]+1
¢ una funzione pari.

1.5 Polinomi

1. Esercizio. Determinare il quoziente ed il resto della divisione fra polinomi:

(a) (22* — 323 + 222 — 2 +3) : (2% +x + 1);
(b) (z* —52% —da +3): (¢* - 1);
(c) (*+ 72?4+ 3z+1): (z+2).

Risoluzione.
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(a) Siha
224 323 4222 -z +3 2+ x+1
—2z% 223 —222 222 —5x +5
—5z3 —x +3
53 52 5x
522 4z +3
—522 —5xr =5
—x —2

Quindi se Q(z) ¢ il quoziente e R(x) & il resto, si ha Q(z) = 222 — 5z + 5
e R(x) =—x —2.

(b) Si ha
xt  —5a? —4r +3 2?2 -1
—zt +a? r? =5z +1
—5x3 +z? —4xr +3
53 —5x
2 -9z +3
—a? +1
-9z +4
Quindi se Q(x) ¢ il quoziente e R(z) ¢ il resto, si ha Q(z) = 2?> =5z + 1 e
R(z) = —9z + 4.
(¢) Siha

—2 10| 14
T 5 715

1 7 3 | -1

Quindi, indicato con Q(z) il quoziente e con R(z) il resto, si ha Q(z) =
2?2 +5x — 7 e R(x) = 15.

2. Esercizio. Determinare il quoziente ed il resto della divisione fra polinomi
utilizzando la regola di Ruffini:

(a) (2o* —32% +22%2 — 52 +3): (v —1);
(b) (z* —2%+2): (z+2).

Risoluzione.

(a) Siha:

Quindi se Q(z) & il quoziente e R(z) & il resto, si ha Q(z) = 223 —2? +x—4
e R(z) =—1.
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(b) Si ha:

Quindi se Q(z) ¢ il quoziente e R(x) ¢ il resto, si ha Q(z) = 23 —22%+3z—5
e R(z) = 10.

1.6 Equazioni

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni polinomiali e determinare la
molteplicita delle radici del polinomio:

(a) 23+ 322 —4=0;
(b) 3023 — 72?2 — T2 +2 =0;
(c) z* — 1322 + 36 = 0.

Risoluzione.

(a) Siha 2?4322 -4 = (z—1)(x+2)2 Quindi le radici sono z =1 e x = —2;
x =1 e radice semplice, x = —2 & radice doppia.
(b) Sia A(z) = 3023 — 72? — Tz + 2. Le radici razionali di A(z) sono fra i
numeri razionali % con p divisore intero di 2 e ¢ divisore intero di 30.
I divisori interi di 2 sono 1 e £2; i divisori interi di 30 sono +1, £2, +3,
+5, £6, £10, £15, £30.
Si trova A(—3) = 0; quindi —3 & radice di A(x).
Il quoziente della divisione A( )i (z+3) & 302% — 222 + 4.
Si ha quindi
A(z) = (3022 — 22z + 4)(z + 3) = (1522 — 11z + 2)(2z + 1).
2
5

L’equazione 1522 — 11z + 2 = 0 ha soluzioni 2 = % e x = £; si ha quindi

1527 = 1lz +2 = 15(z — 3)(z — 2) = 3z — 1)(5z — 2).
Si ha quindi A(z) = (1522 — 11z + 2)(2z + 1) = 3z — 1)(5z — 2)(2z — 1).
Le radici dell’equazione sono quindi —% e %7 % Le tre del polinomio sono
tutte semplici.

(c) Si ha g2 = 13%v 169 144 13i‘ﬁ = 13£3; quindi si ha 22 = 9 0 2% = 4;

quindi si ha z = i3 ox = =12. Le radici del polinomio sono tutte semplici.

2. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni irrazionali
(a) Va2 +1=3z -1,
(b) Vi=z-2
(¢) Ve + 1=z

Risoluzione.
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(a) Tl dominio dell’equazione ¢ R. Si ha: v22 + 1 =3z — 1 se e solo se
{\m¢+1=3x—1 O{\m¢+1=3x—1

3r—12>0 3r—1<0
A/ 12 — —_
Risolviamo { 3;7_'1_ 1>6 Sz —1 . Il sistema e equivalente a

{a@+1—@x—n2 - {a¥+1—&ﬁ—6x+1 -
> 1 yciota g 1 , cioe a
=3 =3
822 —6x=0 . r=00z=32% . 4
{$2§ ,cwea{zzé , cloe a x = 4.
Il sistema { 3;{41_ <_0 dr—1 non ammette soluzioni.
Quindi per 'equazione assegnata si trova x = %.
(b) L’equazione si scrive ;/ig v=2 ; quindi equivale a
Ve=x—2 Ve=x—2
>0 o x>0
r—22>0 r—2<0
Ve=x—2
Il sistema ¢ = >0 non ammette soluzioni; quindi I’equazione equi-
r—2<0
Ve=x—2 r=2%—4x+4
vale a x>0 , cioe a x>0 , cioe a
r—22>0 x> 2
e —br4+4=0 z=3E0 r=1lox=4
{x>2 7moea{x>22 ,01oea{x>2 ,
cioe a x = 4.
(¢) L’equazione si scrive { a:i 141— ;6 Toede equivalente a
ve+l==x r+1==x
r+1>0 o) z+1>0
z >0 xz <0
ve+l==x
1l sistema z+1>0 non ammette alcuna soluzione.
xz <0
L’equazione assegnata e quindi equivalente a
Vi+l=z r+1=2? 9 1=
z+1>0 ,ciocal x>-1 ,cioéa{x>0x -7, cioe a
x>0 x>0 -
{ = 1i2\/5 ,cio‘eax:HT‘/g.
x>0

1+V5
2,

Si trova quindi z =
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3. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni:

(a) 2?2 + 2|z + 1| —1=0;

(b) [z +1] = 3;
(c) \x —|—x—1|—3
() =241
(e) \fv+1|—l’
Risoluzione.

(a) L’equazione equivale a

{ 2?2 +2x+1-1=0 o { 2 +2x+1-1=0

> -1 r<—1

Si ha

2 +22+1-1=0 1 2 +2z+1)—-1=0

> 1 se e solo se > 1 cioe
{m2+2x+1=0 cioe x = —1

z> -1 -
Si ha

242z +1-1=0 2 —2z+1)—-1=0

se e solo se
< -1 < -1
2 _ —_— = = =
cioe 4 © 2 —3=0 cioe 4 ¥ 1+V/143=1+£2 ciod
r<—1 r<—1

r=3o0x=-1 N .

v 1 e quindi mai.
Quindi ’equazione ha una sola soluzione data da x = —1.

(b) Siha |z + 1| =3 seesolosex+1==3, ciot x=—40x=2.

(c) L’equazione & equivalente a 22 + x — 1 = £3.

L’equazione 2 +x—1 = 3 & equivalente a 22 +2—4 = 0, cio¢ a z = %‘/ﬁ
L’equazione z? + 2 — 1 = —3 & equivalente a 2% + x + 2 = 0; il polinomio

22+ 2 — 2 ha discriminante A = —7 < 0; quindi I'equazione 22+ +2 =0
non ha soluzioni.

Quindi ’equazione assegnata ha soluzioni. = = %\/ﬁ

(d) L’equazione & assegnata per = # 0. L’equazione & equivalente a
2?1

l#®-1] _ _
——=z+1 = =z+1
2 —-1>0 0 22 -1<0
x#0 x#0
lz® 1] _
Il sistema xQIfl >Jf)+1 éequivalentea{ z?—1=a+a cioe a
x#()_ r<-loxz>1"
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@:x—i—l 1—22=2%4+2
Il sistema an:_l <0 ¢ equivalente a —-1l<z<l1 , cloe a
x#£0 x#0
20 +2-1=0 20> +2—-1=0 r ==
-l<z<l1 , cioe a -l<z<l1 , cioe a -l<z<l ,
x#£0 x#£0 x#£0
xz—lox:%
cioe a -l<z<l1 ,cioéax:%.
x#£0
L’equazione assegnata e quindi equivalente a xt = —1 oz = %

(e) L’equazione ¢ equivalente a

e+ 1 == o e+ 1=z
z+1>0 r+1<0 °

Il sistema ot 1] == ¢ equivalente a rrl=x cioe a
z+1>0 s z+1>0"
1=0 S s . -
{ c41>0 poiche 1 = 0 ¢ falsa, tale sistema non ammette soluzioni.
Il sistema o+ 1] == ¢ equivalente a —r-l=w cioe a
z+1<0 4 r<—1 ’
20 = —1 N r=—1 Lo N .
, cloe a 2 . poiché non & —5 < —1, tale sistema
r<—1 r<-—1 2
non ammette alcuna soluzione.
Quindi ’equazione assegnata non ammette soluzioni.
1.7 Disequazioni
1. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni polinomiali:
(a) x+5 < 4dx +2;
(b) 2% —xz+1>0;
—224+3x-2>0
() 2*+z+1>0
22 —5r+6>0
Risoluzione.
(a) Il dominio della disequazione & R.. Si ha:
x+5<4x+2seesolose —3r < —3, se esolosex>1.
polinomio z“—x+1 ha discriminante A = —3 < 0; quindi la disequazione
(b) Il poli io 2 1 ha discriminante A 3 < 05 quindi la di i
e soddisfatta per ogni x € R.
. - . . 1< <2 N
(c) 1l sistema di disequazioni equivale a { r<20z>3 " Quindi si ha 1 <

T <2.
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2. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni fratte:

(a) L3 < 2;

(b) 2245 > 4,

Risoluzione.

(a) Il dominio della disequazione & R—{3}. Sia x # 3. Si ha:

i—fg<2$eesolose

%—2<Oseesolose

244=2246 () ge ¢ solo se
=5~ <0 se e solo se
r<3o0x>10.
(b) Il dominio della disequazione ¢ R—{3}. Sia  # §. Si ha:
2x+5 .
3o-1 > 4 se e solo se
2245 _ 4 > () se e solo se
2245-12244 _ 4 5 () ge e solo se

3z—1

3x—1
=102+9 — 4 > 0 se e solo se
17 9
3 <x <:16'

3. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:

(g VT+1l > x?
1 1

(h) =7 > 2

Risoluzione.

(a) Tenendo conto della condizione sul dominio della disequazione, la disequa-

vVr+2>zx

2 42>0 , cioe se e solo se

zione ¢ soddisfatta se e solo se {

vVe+2>zx vVr+2>zx
r+2>0 o) r+2>0
x>0 <0
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Vr+2>z T+ 2> 22
Si ha z+2>0 se e solo se r+2>0 , cioe se e solo se
x>0 x>0
z+2> 22 N 22 —2-2<0
>0 , cioe se e solo se >0
Il polinomio 2 — x — 2 ha discriminante A = 1+ 8 = 9 > 0; il polinomio
ammette quindi le radicix:%,cioéx:—lole
: o[22 —-2<0 -l<z<2 .
Si ha qulndl{ 2> 0 se e solo se z>0 , cioe se e solo
se 0 <x<2.
vVer+2>x 2 4+2>0

Si ha z+2>0 se e solo se { , cioe se e solo se —2 <

<0 <0

x < 0.
La disequazione assegnata e quindi soddisfatta se e solo se

—2<xr<?2.

La disequazione equivale a

V2 =3z 4+2>x—1 V2 =3z +2>z2 -1

2 —-3x+2>0 o 2 —-3x+2>0
r—1>0 r—1<0
Il sistema
Vo —-3z+2>x-1
22 —-3x+2>0
r—1>0
equivale a
22 -32+2> (z—1)32 5 5
22 -32+2>0 ,cioéa{§_13§§2>(x1) , ciod a
r—1>0 -
2?2 —3x4+2>22-22+1 . 3z +2>-2x+1 -
> 1 , cioe a e>1 , cioe a

r>1 ’
Il sistema

r<l1 . .
{ quindi non ammette alcuna soluzione.

vV —-3z+2>2—-1
22 —-3x4+2>0
r—1<0

2 —-3x+2>0 . r<lox>2 ..
, cloe a cioe a r < 1.

r—1<0 r <1
Quindi la disequazione data equivale a x < 1.

equivale a {
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(¢) La disequazione equivale a

Vrz—-3z+2>x-3 Vrz—-3z+2>x-3

22 —-3x4+2>0 o) 22 —3x+2>0
z—3>0 r—3<0
Il sistema
V2 —=3z4+2>x—3
22 —-3x+2>0
r—3>0
equivale a
2 _a9\2
’, B¢ +2> (z—3) . 22 —3x+2 > (x — 3)? .
¢ —3x+2>0 , cioe a r—3>0 , cioe a
r—3>0 -
2?2 —3zx+2>22—62+9 N 3x >7 x>% .. >3
z>3 , cioe a 2>3 '\ z>3 , cioe a x > 3.
Il sistema
Vo —-3z+2>x-3
22 —-3x+2>0
r—3<0
equivale a
22 -32x+2>0 . r<lozxz>2
- ¢ - - i0¢ < < .
{x—3<0 , cioe a v <3 ,ciocar<lo2<zx<3

Quindi la disequazione data equivale a z <10 x > 2.

(d) La disequazione & equivalente a
Viz—9>z Vaz -9 >z
22—-9>0 o) 22-9>0
x>0 <0

Vi —-9>z
Risolviamo { 22 —-9>0 . Il sistema & equivalente a
x>0
2 2
v It -9>0
x*—92>0 ,moea{z>0 ;
x>0 -
quindi nessuna soluzione.

V2 —-9>zx

Risolviamo { 2?2 —9>0 . Il sistema & equivalente a
x <0
2-9>0 . . r<-3o0xz>3 ..
, cioe a , cioe a x < —3.
z <0 z <0

Quindi la disequazione assegnata & equivalente a z < —3.
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x<vV—x2+1

—2241>0

{x<\/—x2+1 r<V-22+1

) La disequazione si scrive { ed ¢ equivalente a

—z241>0 o) —2241>0

z>0 <0
Il sistema
z<V—x2+1 22 < —22+1
—z241>0 & equivalente a —224+1>0 ,cioe a
x>0 x>0
202 —1<0 | - Lcar< Lt
& V2 V2 & 1
{zz() ,c10ea{x20 7c10ea0<33<\/§.
72
<yl . —2?+1>0 .
—x°+12>0 ¢ equivalente a , cioe a
z <0
z <0
—1<z<0 R
{z<0$ ,cloea —1<z<0.
La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a —1 < z < ﬁ
72 _
(f) La disequazione si scrive 1_7;21_2% >% 2z ed & equivalente a
rH+1>—22 22 r+1>—22 -2z
—22 -2 >0 0 —22 -2 >0 .
rz+1>0 r+1<0
Il sistema
T+1>vV—x2—-22x (r+1)2 > —2? -2z
—22—2x>0 ¢ equivalente a —22-2x>0 , cioe a
rz+1>0 r+12>0
2242 +1>—2% -2 202 +4x4+1>0
—2<x<0 , cioe a —2<x<0 , cioe a
z>—1 z>—1
.’E<MO$>M
2 2 Y
—2<z<0 , cloe a === <z < 0.
z>—1
x+1>v—22—-2x
Il sistema —22—-2x>0 non ammette soluzioni.
z+1<0

La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a %\/ﬁ <z <0.

(g) La disequazione ¢ assegnata per z € R tale che

x+1>0 x+1>0
vr+1#0 , cioe tale che r+1#0 ;
x#0 x#0

quindi per —-1 <z < 0oz > 0.

17
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Per —1 < z < 0 la disequazione ¢ soddisfatta.

Supponiamo x > 0. La disequazione ¢ equivalente a v/x + 1 < z, quindi a

r+1<2? quindiaz?—2z—1>0.

11 polinomio x2

ammette quindi le radici x = #

2z —1 > 0 ¢ quindi soddisfatta per z <

1+v5
5

La disequazione z

T > 1.,.2\/5; quindi, essendo x > 0, se e solo se x >
La disequazione assegnata e quindi soddisfatta se e solo se

1++5
5

—l<x<0ox>

(h) La disequazione & assegnata per
x>0
. x>0 N
1—\/E;£O,c10eper{ ,cioeper0<z<loxz>1.
240 r#1

Supponiamo 0 < z < 1;sihal—+/z > 0e 1— 2z > 0; Pequazione & quindi

equivalente a

1 1
> . 1-Vr<z . r>1—x
{ 1=V = @ cjoe a{ Vi < , ciloé a { Vo

<<l O<ax<l1 O<z<l1l 7’

r>(1-2)% r>1-2z+2% | 22 —-3x+1<0
, cioe a , cloe a

0<xr<l1 0<z<1 0<xr<l1
3-v5 3+V5
cioe a 2 STS T 01oea3f<x<1
O<x<l1

Per x > 1 si ha 1 —y/z < 0; quindi la disequazione non ¢ soddisfatta in

1 1
quanto 17\/E<Oe;>0.
Quindi la disequazione assegnata e equivalente a % <z <l

4. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni:

(a) |z +1] > 2z +3;
(b) L > g 41
(c) |z —3| <2

(d) :1:|:c + 1| >

(e) =

(f) 7% > |$ -2
Risoluzione.

(a) La disequazione & equivalente a
|z + 1| >2x+3 o |z +1] >2x+3
r+1>0 rz+1<0 '

— x — 1 ha discriminante A =1+ 4 =5 > 0; il polinomio
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|z +1] >22+3

r+1>0

z+1>2x+3 .. {x<—2
, cloe a ;

Risolviamo { . Il sistema e equivalente a

x> -1 r>-1"
quindi il sistema non ammette alcuna soluzione.
|z + 1| >2x+3
r+1<0

{—(x+1)>2x+3 - {—x—1)>2x+3 - {3x<—4
, cloe a , cloe a

Risolviamo { . Il sistema e equivalente a

r<—1 < —1 r<—1 7’
. s $<—% . s 4
Ccloe a ,(21oeaac<—§.
r<—1

Quindi la disequazione assegnata e equivalente a = < —%.

Siha o # 1.

— 2_
La disequazione equivale a |i‘f11 —(z4+1) >0, cioe a % > 0,
p— 2 . N
cioe a % > 0, cioe a
7m2+|x|+2 7I2+‘Z|+2
——1 >0 o — 1 >0
x>0 <0
—a?4|z|+2 —2’ 442
Il sistema { >I61 >0 equivale a { >E*01 - , cioe a
xr > T =z
r<—-lol<ax<?2 .
>0 ,cioeal <z <2
—2?+|z|+2 >0 —z?—at2
Il sistema 9061 equivale a { <93—01 , cioe a
r < x
< =2 R
, cloe a © < —2.
x <0

Quindi la disequazione assegnata e equivalente a

r<—-20l<ax<?2.

La disequazione equivale a —2 < x —3 < 2, cioe a 1 <z < 5.

La disequazione equivale a
{x|x+1|>x {:U|x—|—1|>x

r+1>0 r+1<0
Il sistema lr 1> equivale a v(z+l) > cioe a
z+1>0 v z+1>0
?>+r>c 22 >0 . r#0 .
-1 <
{:z:+120 , cioe a 24+1>0 , cioe a 2> -1 ,cioea—-1<x<0

ox > 0.
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Il sistema { i‘i—;g O> o equivale a { i(gx_z > , cioe a
-2z >z R 22 +2x <0 . -2<z<0 .
w1 ycoeay ) ycioea g Ty , cioe a
—2<z< -1
Quindi la disequazione assegnata equivale a —2 <z < 0oz > 0.
1 1
—_ > =
(e) La disequazione & assegnata per x # 1; si scrive dunque { |“3;é1|1 2.
T
R . |z —1] <2 - —2<zr—-1<2 .
essa € equivalente a { v 41 ; ciod a9 21 , cioe a
-1 .
{ x#jx<3 ,cioea—-l<zx<lol<z<3.

(f) La disequazione & assegnata per x # 2; supposto x € R e & # 2 risolviamo
la disequazione in due modi

i. Modo 1 Si ha

T
—5 > |z — 2|
se e solo se
5 > |r - 2| o L= > |z — 2
x> 2 T <2
Si ha
Lo >|x—2 L >z -2
o3 > | | se e solo se z—2 se e solo se
x> 2 x> 2
Iz +2>0 z—o’+dz—d
z—2 se e solo se r—=2 >0 se e solo se
x> 2 x> 2
1275x+4
=202 <0
x> 2
Tenendo conto della condizione x > 2, se e solo se
22 —br+4<0 l<ax<4
se e solo se se e solo se .
T > 2 x> 2
2<x<4.
Si ha
Lo >|rzr—2 o> —x+2
=Ed | se e solo se z—2 se e solo se
xr <2 T <2
T L 2_2>0 z+a®—da+4
e se e solo se z—2 > se e solo se
T <2 xr <2
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r—2

932—3:r+4 > 0
T <2

Tenendo conto della condizione x < 2, se e solo se

2 —-3x+4<0
T <2

11 polinomio 22 — 3z + 4 ha discriminante A = 9 — 16 = —7 < 0;
quindi la disequazione x? — 32 + 4 < 0 non & mai soddisfatta. Quindi
il sistema 8

22 —3x4+4<0
T <2

non ha soluzioni.
La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a
2<zr<4.

ii. Modo 2 Si ha

T

> |z — 2] se e solo se |z —2| < x2 se e solo se
T —

r—2< =2 r—2—-2,><0
{ =2 se e solo se { r—2 se e solo se

rT—2>-— r—2+-5>0

(z—2)%—z <0 z® 544 <0
T—2 T—2
(-2 a =0 se e solo se 12;3'7?4 >0

z—2
11 polinomio z2 — 5z + 4 ha radici 1 e 4; quindi 22 — 5z +4 > 0 se e
solo se z < 1 o z > 4; si ha quindi %
2<z <4
11 polinomio 22 — 3x + 4 ha discriminante A = 9 —16 = —7 < 0; quindi
22 — 32 +4 > 0 per ogni € R; si ha quindi 2? ;E’;‘M
x> 21.
Quindi si ha

3

L=524d ) r<lo2<z<4

270 se e solo se se e solo se
z7-3z+d - x> 2

r—2

<0Oseesolosex <1o

> 0 se e solo se

2<r<4.

1.8 Dominio naturale di funzioni

1. Esercizio. Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni reali di
variabile reale:
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Risoluzione.

(a) Il dominio naturale di f & dato dalle soluzioni del seguente sistema

2—-1>0
z >0
Va2 —1—-z #0
r>lox<-1 > 1
Il sistema equivale a z >0 , cioe a { iQ__l#x , cioe a
Vaz—1#/x
{wzl . {$>1 ‘s
9 , cioe a 145 cloe a
1 5 1 5
1<z < +\[0m> +\[.
2 2
Quindi si ha
1++/5 14++/5
dom(f) = (1 0 Y o,
(b) Il dominio naturale di f & dato dalle soluzioni del seguente sistema
2—-2>0
x>0
Va2 —2 -z #0
r>V20x< -2 )
Il sistema equivale a ¢ = >0 ,cioéa{ x2_ 9 , cioe a
Va2 —2#\/x vt -2#2
> >
{22_—?—27&0 ,cioéa{ i;;/gx;é—l ,clotav2<z <20z >2.

Quindi si ha
dom(f) = [V2,2[U]2, +o0[ .

(¢) Il dominio naturale di f & dato dalle z € R tali che |z| — 1 > 0, cioe tali
che |z|] > 1, cioe tali che x < —1 0 > 1. Quindi si ha

dom(f) =] — oo, —1] U [1, 400 .

(d) Il dominio naturale di f ¢ dato dalle z € R tali che |z| — 1 # 0, cio¢ tali
che |z| # 1, cioe tali che z # —1 e  # 1. Quindi si ha

dom(f) =] — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0] .



Capitolo 2

Numeri complessi

2.1 Parte reale, parte immaginaria, modulo

1. Esercizio. Determinare la parte reale e la parte immaginaria dei seguenti
numeri complessi:

Risoluzione.

(a) Siha 1 = —i; quindi si ha R(}) =0, $(3) = —1.

7

(b) Si ha —% =4; quindi si ha ®(—1) =0, I(—1) = 1.

(¢) Siha
1—3 gy (A=9)(A-T7)  g.  1-Ti—i—T7 _r; _ —6-8i r:_ 3 4 _p;_
i1 O = Emaom 0 = T i4as Si= =55 —d = g5 55D =
3 129
25 25 -
. BT 1—i g\ — 3 Loy l=i _ gs\y_ 129
Si ha quindi R(j=; — 5i) = —55 e S(77; — 5i) — 55

(d) Sihal—1=1+i. Siha quindi
R(1-1)=1eS(1-1)=1

(e) Sihai—1=4i+i=2i Siha quindi
R(i—1)=0eS(i—1)=2

K2 3

2. Esercizio. Determinare la parte reale, la parte immaginaria e il modulo dei
seguenti numeri complessi:

23
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24
243
(b) 5%
Risoluzione.
(a) Siha
1 _ 144 — 144 _ 1 4 1.
T — -0+ — 2 —32 T3t
. P 1 o, 1 1
Quindi si ha Rz = 3, Sz = 3, |2| = 7
(b) Siha
240 — 2HO)B—i) _ 6-2i43it] _ T4 T 4 1,
3+i — (3+9)(3—3) 941 10 — 10 " 10"
Si ha quindi
24iy _ T q24iy _ L
REH) =5 SGH) =w e
244 /49 , 1 _ /50 _ 1
3+i| — \/To0 T 100 = \/ 100 = /3

2.2 Rappresentazione di sottoinsiemi di C

1. Esercizio.

Disegnare

A={z€C;lz| <1,Rz <0} .

Risoluzione.

-
N




Capitolo 3

Lo spazio euclideo RV

3.1 Componenti di una funzione vettoriale

1. Esercizio. Determinare le componenti della funzione f : R — R2 cheat € R
fa corrispondere il punto intersezione della retta di equazione

Sz +Ty—2=0

con la retta di equazione
y=t.

Sxr+2y—2=0

b il

Risoluzione. 1l valore f(t) ¢ la soluzione del sistema {

sistema ¢ equivalente a
=1 . =t
ER ’Cloea{ M

o

Quindi si ha f(t) = (Q_T”,t); quindi

2-Tt

fi:R—R,t— 5

fo:R— Rt —t.

3.2 Prodotto scalare e norma
1. Esercizio. Calcolare:
(a) ((1,4,3,2)[(-1,2,-3,1));
(b) ((1,2,-1,4)|(5,3,1,-2));
(© (36,2.1,4)|-(3,1,-2,9)).

25
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Risoluzione.

(a) Siha ((1,4,3,2)[(-1,2,-3,1)) = —1+8-9+2=0.

(b) Siha ((1,2,-1,3)|(4,1,5,6)) =4+2—5+18 =19.

(¢) Siha
(3(5,2,1,4)’43,1,*2,4)) - ((15,6,3,12)’(—3,71,2, f4)) -
45— 6+6—48 = —93.

2. Esercizio. Determinare il valore della seguente espressione:

H2(47 17 *27 *3) + (57 77 *17 2)” .

Risoluzione. Si ha
||2(47 1,-2, —3) + (5, 7,—1, 2)|| = ||(8, 2,—4, —6) + (5, 7,—1, 2)|| =
(13,9, —5,4)|| = V169 + 81 + 25 + 16 = /291.

3. Esercizio. Dire quali delle seguenti espressioni hanno significato; di queste

calcolarne il valore:
(a) 112(3,1,2)]| + [I(1,2,3)I;
(b) 7— (17273)7
(3,1,4)
© @53

Risoluzione.

(a) L’espressione [|2(3,1,2)] + ||(1,2, 3)]|| ha significato e si ha
12(3,1,2)[|[4+1(1,2,3) =29+ 1+ 4+V1+4+9=2V14+V14 = 3V14.
(b) L’espressione 7 — (1,2, 3) non ha significato.

(3,1,4)
(4,5,3)

(¢) L’espressione non ha significato.

3 Distanza

1. Esercizio. Calcolare la distanza
(a) d((1,5,3,4), (0,2,1,6));
(b) a((3,1,4,5),(2,1,4,2)).
Risoluzione.

(a) Siha
d((1,5,3,4),(0,2,1,6)) = [(1,5,3,4) — (0,2,1,6)[ = [|(1,3,2,-2)| =
VIF9+4+4=/18=3V2.

(b) Siha
d((3,1,4,5),(2,1,4,2)) = |1(3,1,4,5) — (2,1,4,2)|| = ||(1,0,0,3)|| =
VI+9=+10.



Capitolo 4

Topologia di RY

4.1 Intorni in RV

1. Esercizio. Dare un esempio di un intorno U in R di 1 tale che 1 + % gU.

Risoluzione. U =|3, 3.

2. Esercizio. Sia i
A={-—+1;neN"};
n

(a) determinare Aedirese A aperto;
(b) determinare A e dire se A & chiuso;
(c) determinare Fr(A);
)

(d) determinare l'insieme dei punti isolati di A.
Risoluzione.

(a) Siha A= (; quindi A non & aperto.

(b) Siha A= AU{1}; poicheé 1 ¢ A, A non & chiuso.
(¢c) SihaFr(A)=AuU{1}.

(d) Ogni punto di A & punto isolato.

4.2 Insiemi aperti ed insiemi chiusi
1. Esercizio. Disegnare nel piano 'insieme
A={(z,y) eR*} 2*+y* <1, 2+y>1};

_ o]
dire se A & aperto; dire se A ¢ chiuso; determinare A, A, Fr (A) e l'insieme dei
punti isolati di A.
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Risoluzione. Si ha:

L’insieme A non ¢ aperto; I'insieme A non ¢ chiuso; si ha:
A={(z,y) eR}2* +y*> <1, 2 +y > 1},

A= {(z,y) e RE 22+ 9% <1,z +y > 1},

Fr(A) = {(z,y) e R} 2> +y’ =1, 2 +y > 1} U
{(z,y) eR*2* +y? <Lz +y =1}

I'insieme dei punti isolati di A & I'insieme vuoto.

4.3 Gli spazi topologici R, R(;) e R(_)
1. Esercizio. Trovare, per lo spazio topologico R, un intorno di 400 diverso da
R e contenente N.

Risoluzione. Un intorno di +oo, diverso da R e contenente N & [0, +oo|.

4.4 Funzioni continue

1. Esercizio. Sia

f:R— R,z — (sgnz)x;

(a) disegnare il grafico di f;

(b) determinare 'insieme dei punti ove f & continua.
Risoluzione.

(a) Per ogni z € R si ha
T per z >0
flx)=<¢ 0 perz=0
—x perx—0
quindi f & la funzione valore assoluto; il grafico di f & quindi
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(b) La funzione ¢ continua in ogni = € R.

2. Esercizio. Dire se

3
x° 4+ /T
f:[0,27] —)R,w—)%
4+ 1

ammette massimo e se ammette minimo, spiegandone il motivo.
Risoluzione. Poiché f & continua e poiche dom(f) & compatto, per il teorema
di Weierstrass, f ammette massimo e minimo.

3. Esercizio. Assegnate le funzioni

(a) f:R— R,z —>22%+ 322 — 5z + 1,

3 2
(b) f:R— R, o — T2 t242 +if++1m+1,

dire se I’equazione di incognita x
flz) =0
ammette almeno una soluzione; in tal caso determinare a,b € R, con a < b tali
che nell’intervallo ]a, b[ vi sia almeno una soluzione dell’equazione.
Risoluzione.
(a) Siha f(0)=1>0, f(—3) =—-54+27+15+1 = —11 < 0; quindi per il
teorema del valor intermedio esiste z €] — 3,0][ tale che f(z) = 0.

(b) Siha f(—1) =3 >0e f(—2) = —1- < 0; per il teorema degli zeri di una
funzione continua, esiste x €] — 2, —1] tale che f(z) = 0.

4.5 Limiti

(a) Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

.t4—3.'172+2:1c—1 .
2¢3+4+3x—5 7

i, lim, oo z(vV22 + 1 — V22 — 1);
il limg oo (V22 + 2+ 1 — 2);
iv. limg sy oo(Va2 + 2+ 1— Va2 —1);

i limg o
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V.

vi. limm_n_
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limg oo (Va3 + 1 —2);

5x+3.
1>

+3

llm’l'—)l-‘r w21

Risoluzione.

ii.

iii.

iv.

Si ha W

. —32%422—1 . 1

limg, o % =limg, , o 57 = —00.

Si ha

limg, oo o(V22 + 1 — \/302 -1 =

lim z(Vz2+1— —1)(Vz2+1+V22-1) _
T—+00 \/'c2+1+ 22—1

limg— 4oo WWF

e +w—f)
hmx~>+oo \/T-F\/:

Si ha

limg 1 oo(Va2+ax+1—x) =

(Vz2+o+l—z)(Va2+z+1+a) _
\/a:2+;v+1+x

1- €T +’r+1 22 _
Mg — o0 Vet

limg o0 iy =
1i m(l—‘—i)

m —_—— =
T (it 5 )
lim B & - S

T—r+00 /714_%4_1%4_1 R
Si ha
lim, s yoo(Vo2+2+1—Va2 1) =
i (Val4a+1—v22—1)(Valta+1+va2-1) _
Mz — 400 Vet bl +Va?—1 -

1- x +m+1 —x +1
1My 400 \/2627 %74_\/3627

400 Zomaty var T =
lim o(2) =
T—r+00 13(\/1+l+L+\/171%)
lim e
T—r+00 \/1+ + Jr\/177
Si ha
limg s oo(Va3+1—1z) =
(VaFH1—2)(/(#*+1)? +2 Va3 +1+a?)

lim =
T+00 %/(x3+1)2+r\3/z3+1+m2)

limx~>+oo

=

l\)\»—\

lim zitlg’ -
T R s )2 4 YaP T 14a2)

. 3 _ .3

hmaz~>+oo " +1—x _

%/(7;3-5—1)2-&-1; V3 F1422?) -

hmz—)-‘roo !
3
Y

z3+41)2 4z VoS +1422)
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vi.

vii.
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Si ha

. 5
hmx_n _ 543

xz—l’ = +oo.

Si ha lim, 1 (5z + 3) = 8; per il teorema della permanenza del segno
la funzione 5x + 3 € positiva in un intorno sinistro di 1.
Sihaaz?—1>0seesoloz < —-loz>1ea?—1<0seesolose
—1 < 2 < 1; quindi la funzione 2% — 1 & negativa in un intorno sinistro
di 1.

543

Quindi la funzione 23 ¢ negativa in un intorno sinistro di 1.

1
543 __
- z2-1

Si ha quindi lim,_q
Si ha

. 5243

limg 14 zgjl‘ = +o0.

—0Q.

Si ha lim, 14 (52 + 3) = 8; per il teorema della permanenza del segno
la funzione 5z + 3 & positiva in un intorno destro di 1.
Sihaz?—-1>0seesoloxz < —-loxz>1ea?—1<0seesolose
—1 < z < 1; quindi la funzione 2 — 1 & positiva in un intorno destro
di 1.

Quindi la funzione 512

Si ha quindi lim, ;4 2543 = +o0.

¢ positiva in un intorno destro di 1.

4. Esercizio. Sia

T per z < —1
fil—o00,]] —mR,z— < =1 per—1<z<0 ;
2 perO0<z <1

(a) tracciare approssimativamente il grafico di f;

(b) determinare 'insieme dei punti ove f & continua.

Risoluzione.

(a) Siha

(b) Per il carattere locale della continuitd f & continua su | — oo, —1[U] —
1,0[U]0,1].
Consideriamo il punto —1.
Si ha
limg s 1 pz—1 f(z) =lm, 1 4e) oo —1j2=—1
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e

limg 14 o1 f(z) =lm,, 14 410 —1=—1.

Si ha quindi limg—, 1 g1 f(z) = —1.

Si ha f(—1) = —1.

Quindi f & continua in —1.

Consideriamo il punto O.

Si ha

limg 50— 20 f(z) = hmaz—>0—,w€]—1,0[ -1=-1

e

limg 04 220 f(2) = limy_04 2€)0,1) 27 = 0.

Quindi f|(] — 00, 1]-{0}) non & convergente; Quindi f non & continua in 0.
L’insieme dei punti ove f & continua & quindi | — oo, 0[U]0, 1].

5. Esercizio. Assegnata la funzione

1 perz<—1
f:R—R,z—{ 22 per—-1<2<0
r perx>0

)

(a) tracciare approssimativamente il grafico di f;

(b) determinare I'insieme dei punti ove f & continua.
Risoluzione.

(a) Siha

(b) Per il carattere locale della continuitd f & continua su | — oo, —1[U] —
1,0[U]0, 1].
Consideriamo il punto —1.
Si ha
hmx—>—1—,x;ﬁ—1 f(-r) = hmaz%flf,ze]fomfl[ 1=1
e
limg 14 221 f(7) =lim, 14 2c]-1,0] 2?2 =1.
Si ha quindi limg 1 421 f(z) = 1.
Siha f(—-1)=1.
Quindi f & continua in —1.
Consideriamo il punto 0.
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Si ha

lim, 0 o0 f(2) = lim,_yo_ ze]—1,02° = 0

e

limg 04 220 f(2) = limgy_04 2€]0,400[ Z = 0.

Si ha quindi limg 0,420 f(z) = 0.

Si ha f(0) =0.

Quindi f e continua in 0.

L’insieme dei punti ove f e continua ¢ quindi R.
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Capitolo 5

Confronto asintotico

5.1 Confronto asintotico

1. Esercizio. Trovare un p € Z tale che:

(a) 23 <Kps oo 2P
(b) 14,9% <z—0 ﬁ;
giustificare il risultato.
Risoluzione.
(a) Siha 2% <, 100 2P 7% se e solo se 3 < p—4, cioe se e solo se p > 7. Si puo
quindi scegliere p = 8.
(b) Si ha ITlﬂ <250 1—13 se e solo se x~ Pt « o273, ciod se e solo se

—4p — 1 > —3, cioe se e solo se —4p > —2, cioe se e solo se p < % Si puo
quindi scegliere p = 0.

2. Esercizio. Determinare i p € Z tale che:

(a) 2° 4+ 322 <4y yoo 2P
(b) a® + 222 <, 0237

(c) 2 =32 <4 o™

giustificare il risultato.
Risoluzione.
(a) Siha 2° +32% ~, s 100 % quindi si ha 25 + 322 <, 1o 23771 se e solo se
2% Ky i0o P71 cioe se e solo se 5 < 3p — 1, cioe se e solo se 6 < 3p, cioe
se e solo se p > 2.
(b) Si ha 2° + 222 ~ 2x2; quindi si ha x° + 222 3p—2 g solo s
20 2x7; quindi si ha z° + 22 <, @ se e solo se
2% <, 02”72 cioe se e solo se 2 > 3p — 2, ciose e solo se 4 > 3p, cioe se
e solo se p < %.
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(c) Siha 2* — 3z ~, , o % quindi si ha 2* — 32 <, .o 2%~ se e solo se
x4 Koy _oo %P4, cioe se e solo se 4 < 2p — 4, cioe se e solo se 2p > 8, cioe
se e solo se p > 4.

3. Esercizio. Determinare gli a € R e i p € Z tali che

(a) 2° + 2+ 1~y yo(a — 2)aPt3,

(b) 22 +32+ 1~y sioo(a+ )P~ + 3ax + 2.
Risoluzione.

(a) Siha 2 +x+1~,_01; quindi si ha 2® + 2 + 1 ~,_,0(a — 2)zP*3 se e solo
se 1~,yo(a—2)xPT3, ciod se e solose p+3 =0ea—2=1, ciod se e solo
sep=—-3ea=3.

(b) Siha 22 +32+ 1~y 100 2?; quindisi ha 22 + 32+ 1~y oo(a+1)aP~1 4
3az + 2 se e solo se z2 ~a—tool(@ + 1):1:p_1 + 3ax + 2. Perche cio accada
deve essere p — 1 = 2, cioe p = 3; deve inoltre essere a + 1 # 0, cioe
a # —1. Supponiamo p = 3 e a # —1; si ha allora (a + 1)2P~! + 3ax +
2~y s ioo(a+1)z%; si ha quindi 22 ~, 4 oo (a + 1)2P~1 + 3az + 2 se e solo
se x? ~e—toola + 1)x2, cioe se e solo se a + 1 = 1, cioe se e solo se a = 0.
Si trova dunque p =3 e a = 0.

5.2 Principio di sostituzione

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti

: VAaz2+1 .
(a) limg 4 oo T2

(b) Timy o 350

Risoluzione.

. . 2 .
(a) Siha lim;_ o 7\W = limy 400 2% = 3.

(b) Siha 2;/25722\% ~s0 7\3@5 = —%. Quindi si ha lim,_.¢ %@% = —%.

5.3 Asintoti

1. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per x — +00; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

(a) f(z) = Ztess,

(b) f(z) =vVa?—xz+2.

Risoluzione.
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(a)

Si ha

. flx) 1. 222 3 _

iy 400 282 = lim, 4 oo 2,243 = 2,

Si ha

. . 242 3

limg 400 f(z) — = limg 4 oo (% - Qx) =
. 2 — 2 .

limy 4 oo 2EALEI20H0L — Qi , | T0E3 = 7,

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — +o00 e l'asintoto a f
per x — oo e la retta y = 22 + 7.

Si ha

7:1"2;1% ~r—+o00 1; quindi si ha

Si ha _ _ . .
R R A
TSy Yetee 3 = Ty

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — 400 e l'asintoto di f

per x — 400 ¢ la retta
1

2. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per x — —o0; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

(a)
(b)
()

f(z) = Va? —

x b

flx)= Va3 + 22 +x+1.

Risoluzione.
(a) Siha
limg oo =F = —1.
Si ha

lim, s — oo (f(2) + 2) = limyy oo (V22 —2 +2) =
(\/erm)(\/ﬂfx)

2 —x—1T

2 2
_ N zé—x—x® _ s -z
= lim,_,_o e = limg oo == =

limg 5 oo
1

5.
Quindi f ammette asintoto per x — —oo e ’asintoto di f per x — —oc &
la retta di equazione y = —z + %

Nell’equivalenza che segue possiamo supporre z < 0; si ha

Vabtad+1 Vab _ /(@32 |2 B
T2 Yro—o00 g2 T T g2 T g2 T gz — &
e
. . /6 5
limg oo f(l‘) + =z = limg oo (%ﬂjﬂ + .’L‘) =
lim Vabtab+ita®
T—r— 00 zz -
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20 fab 142> Vab4a51—z> b 4a®41—af

limg o0 z? VS +zs+1—22 limg o0 22 (VaS+z5+1—a2)
5 5

: T : T 1

e oo 3 7mmrorrioas) = iMon—o00 =555 2

Quindi f ammette asintoto per x — —oo e asintoto di f per x — —oc €

la retta di equazione y = —x — %

Si ha
V3 + 22+ a2+ 1ryy Va3 =z
e

limg s oo f(x) —2 =lim, , (Vat+22+a2+1—2)=
(Vo3 ra?tati—az)( Y/ (a®+a2+a+1)2 4o Vad a2 fot 1+a?)

lim,, . =
T %/(ac3+ac2+ac+1)2+x Va3 ¥ fofi+a?
lim. 224’ tati—a® _
r o %/(x3+x2+z+1)2+x VB ta?fa+1+a?
2
: 1
llmx_>_oo ?’w? =3

Quindi f ammette asintoto per x — —oo e asintoto di f per x — —oc €
la retta di equazione y = x + %



Capitolo 6

Serie

6.1 Serie convergenti

1. Esercizio. Data la serie
oo
4 )
n=0 n+
e indicata con s la successione delle somme parziali, calcolare so, esprimendo

tale numero razionale nella forma %.

Risoluzione. Indicata con a la successione dei termini della serie, si ha ag = %7
5

a, = %, az = g; quindi si ha

6.2 Serie geometrica

1. Esercizio. Dire se le seguenti serie sono convergenti e in caso affermativo,
determinare la loro somma.

(a) Yoo (1>"2“3;i"“,
(b) Yo (-
(€) YnZo(—1n2e
(d) Y02y~ T

giustificare la risposta.

Risoluzione.
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(a) Siha

n—1lqn+41 naon
(DM — () HE = (-1 g = (D

Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie

¢ convergente e ha per somma § =15 = 5.
3
(b) Siha
n2n723n 2 n2"3" 9 _ 6\n9 _ (_2\n9
() = ()" = (-1 g)"1 = (=3)"1.
Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie
e convergente e ha per somma %Hl > = g—g.
3
(c) Siha
n2m733n s n2m3" 27 _ 6\n27 _ (_2\n27
()& = ()" S5 =(-1-g)"F =(—3)"%-

Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie

N 27 1 81
& convergente e ha per somma % — = 5.
g 8142 ~ 40
(d) Siha
_qyn2m7*3" Tt \n2m3"81 _ (_1.6\n8l _ (_2\n8l
(=1 = ()" = (=1-9)" 16 = (=3)" 16
Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie
N 81 1 243
e convergente e ha per somma &= —5 = %2,
& p 16 1+2 20

2. Esercizio. Determinare, attraverso le serie, la frazione generatrice del seguente

numero periodico
531

Risoluzione. Si ha

97 _ 5 31 31 31 _ 5 4, 31 1 _ 52
531 = 15 + 1000 + 100000 T T0000000 T -+ = 10 T T000 -5 990"
3. Esercizio. Determinare (se esiste) la serie geometrica di primo termine 1 e
avente per somma 3.

Risoluzione. Se q ¢ la ragione della serie geometrica, deve essere ﬁ = 3, cioe

RN . . N . . n
1—qg= %, cioe q=1-— % = %; la serie geometrica e quindi ZZO:O (%) .

4. Esercizio. Determinare gli x € R* per i quali le seguenti serie sono convergenti:

(2) Zoao(1 = )™
(b) CnZe(EH)™

n=0 x ’

per tali x determinare la somma della serie.
Risoluzione.

(a) Si tratta di una serie geometrica di ragione 1 — % La serie ¢ convergente
se esolose —1 <1-— % < 1, cioe se e solo se —2 < —% < 0, cioe se e solo

1

=< . N .

se 1T ; il sistema € equivalente a
s —2<0

z>0 cioe a x>0 ciot a x> L
—1;2"”<0’ x<00x>%’ 2’
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quindi la serie & convergente per x > %

Per z > %, la somma della serie e
1
=z

8 =)=

-1

PN Va2 PN
(b) La serie & convergente se e solo se ’%ﬂ‘ < 1, cioe se e solo se Va2 +1 <

2

||, cioe se e solo se x2 + 1 < 22, cioe se e solo se 1 < 0. Quindi la serie

non e convergente per alcun x.

5. Esercizio. Dire per quali x € R le seguenti seguente serie sono convergenti:

(a) T (m)™

(b) X0(2+ [2])s

() Cnto(rit)™

(d) S0 (™

(e) ool — 1] — 2?)™;
(5) Yooz —1] =)™

per tali z determinare la somma della serie.

Risoluzione.

(a) Sia x € R; la serie Zio:o(ﬁ)n & una serie geometrica di ragione ﬁ
PN 1 . 1
La serie & convergente se e solo se [577| < 1, cioé se e solo se 571 < 1,
cioe se e solo se 2 + |z| > 1, cioe se e solo se |z| > —1; quindi per ogni
z €R.
Per x € R si ha

oo

1 = .

(b) Siaz € R; laserie Y. ((2+|z|)"™ ¢ una serie geometrica di ragione 2+ |z|.
Si ha 2 + |z| > 1; quindi la serie & divergente positivamente. Quindi per
ogni = € R la serie assegnata non e convergente.

|]
I4|z]”
|| ||

THa] ra] < 1
cioe se e solo se |z| < 1+ |z|, cioe se e solo se 0 < 1; quindi per ogni = € R.

Per z € R si ha

(c) Sia z € R; la serie Zio:o(%ﬂm‘)" ¢ una serie geometrica di ragione

La serie & convergente se e solo se |

| <1, ciot se e solo se

—, |zl ., 1 1+ ||
Z(1+|x\) :1_ || :1—|x|+|x|:1+|$|'
1+]z|
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. . R oo 11—z \n » B . . . 11—z
Sia z € R; la serie Enzo(—lﬂz )™ & una serie geometrica di ragione T
Supponiamo x > 0; si ha la serie ZZO:O(%)”; tale serie & convergente se

1< 1-z
e solo se —1 < % < 1, cioe se e solo se { 1—a 11“5 , cioe se e solo se
14z <
“-l-z<l—2 .. -1<1 .
, cioe se e solo se , cioe se e solo se —1 < 1;
l-z<1l+2 —r <z
S . 00 /l—z\n s
poiche —1 <1 la serie }_,~ ((175)" ¢ convergente.

Supponiamo x < 0; si ha la serie ZZOZO 1 che e divergente positivamente.
Quindi la serie assegnata e convergente se e solo se x > 0.
Sia x > 0; si ha

o0

L+]z|”  1- x|z 22

1—x
n=0 1+|z|
Si tratta di un serie geometrica di ragione |z —1|—x?; la serie & convergente

TR
o -1 -2 <1 ; tale sistema

_ — 1= 22 ioe
seesolose -1 < |z —1|—x <1,01oe{x_1|_x2>_1,

¢ equivalente a

v —1]—22 <1 o — 1| —22 <1
o —1]—22>-1 o0 |z —1]—22> -1 .
r—1>0 r—1<0
o — 1| —2% <1 r—1-22<1
Il sistema ¢ |z — 1| —2% > —1 &equivalentea{ z—1—22> —1 ,cioe
r—1>0 rz>1
22 —2+2>0
ag 22—1<0
r>1
Il polinomio 22 —z42 ha discriminante A = 1—8 = —7 < 0; perogniz € R
2 —z+2>0
si ha quindi 22 — 2 4+ 2 > 0; quindi il sistema ¢ z?> -2 <0 ¢ equi-
r>1
valente a{ 2?5 <0 , cioe a{ O<z<l ; tale sistema non ammette
r>1 r>1
alcuna soluzione.
|z — 1| —2? <1 l—z—22<1
Il sistema { |z — 1] —2% > —1 &equivalentea{ 1—x—22> -1 ,cioe
r—1<0 z <1
22+ 2>0 r<—-loz>0
a 22 +2-2<0 ,cioe a —2<z<l1 ,cloea —2<zx<—-1o
r<l1 r<l1
O<z <l

La serie & quindi convergente se e solo se —2 < x < —1 00 < x < 1; per
tali « si ha

© 2 — 1 — 1 _ _1
Zn:0(|x7 1| -z )’ﬂ - 1_|x_1‘+w2 T 14x—1422 T z2+42°
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(f) Sitratta di una serie geometrica di ragione |[x—1|—x. La serie & convergente
lt—1—z <1

se e solo se —1 < |z — 1| —z < 1, cioe se e solo se .
e —1] —z > -1

e —1] -z <1

|$ - 1| —r>—-1 ¢ equivalente a

Il sistema {

le—1—-2z<1 lz—1—-z<1
lt—1—2z>-1 o |[z—1]—2z>-1.
r—1>0 r—1<0
lt—1—z <1 r—1—-x<1
Il sistema |t —1] —2z > -1 &equivalente a ¢ z—1—2> -1, cioe
r—12>0 rz>1
-1<1
a —-1>-1;
rz>1
poiche —1 > —1 ¢ falsa il sistema non & mai verificato.
lx—1—-x <1 —z+1l-2<1
Il sistema ¢ |z — 1| —2 > —1 ¢&equivalentea{ —x+1—x>—1 | cioe
z—1<0 z<1
—2x <0 x>0
a —2xr > -2 ,cioeaq <1 ,cloeal<z<l.
r<l1 r<l1

Quindi la serie & convergente se e solo se 0 < z < 1; per tali z la somma

della serie e
1 _ 1 1

1—|z—1|+z =~ 1+z—14+z = 2z°

6. Esercizio. Determinare gli « del dominio naturale per i quali le seguenti serie
sono convergenti:

(a) Eff;o(vx -1- x)n,
(b) Y02y (V2aZ =1 —a)",
() 0% o(mhy — D™

per tali x determinare la somma della serie.

Risoluzione.

(a) Laserie ¢ assegnata per x—1 > 0. Si tratta di una serie geometrica di ragio-

ne vx — 1—z. La serie & convergente se e solose —1 < y/x — 1—x < 1, cioe
ve—1l—z<1 ver—1l<z+1

se e solo se vr—1—x>—1 | cioe, se e solo se ve—1>x—1 ,

rz>1 r>1
r—1<(z+1)>2
cioe, essendo anche z +1 > 0, se e solo se { = — 1> (z—1)? | cioe se e

xr>1
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r—1<a?+2r+1 2>+2+2>0
solose{ z—1>22—-2x+1 ,cioeseesolose{ 22—3x+1<0 ,cioe
rz>1 rz>1
seesolose{ 2? —3r+1<0 cioéseesolose{ l<w<2 cioe se e
z>1 ’ z>1 ’

solosel <z < 2.

Quindi la serie & convergente se e solo se 1 < x < 2; per tali z la somma
della serie e

1
1—vz—14+2"

1° modo Il dominio naturale della funzione definita da v2z2 — 1 —2z & dato
dalle = soddisfacenti 222 — 1 > 0.

La serie assegnata & una serie geometrica di ragione v/2z2 — 1 — z; la serie
¢ quindi convergente se e solo se —1 < v2z2 —1—z < 1.

Si ottiene quindi il sistema

202 -1>0
—1<V222-1—2
V2zz—1—z <1

V22 —1>2 -1

222 -1>0

Il sistema ¢ equivalente a

V2r2 —1>2-1 V2z2 —1>zxz -1

Risolviamo {

222 —-1>0 0 222 —-1>0
r—12>0 z—1<0
V222 —1>x2-1
Il sistema { 222 —1>0 ¢ equivalente a
r—12>0
2 12
2332 1> (z—1) - 202 —1> (z—1)2 . |
22 —12>0 e A , cloe a
x—1>0 -
202 — 1> 224+ 2z +1 R 22 4+2x-2>0 R
e>1 , > 1 , cioe a
x<_1_\/§ox>_1+\/§,cioéax21.
rz>1
V222 —1>z-1 9
. 5 . . 20 —12>20 . |
Il sistema 20 —12>0 e equivalente a v—1<0 cioe a

r—1<0
{:10<—‘é§oac>‘é5

-1 ,cioéax§f§o§§x<l.
T
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V22 —1>z—-1

222 -1>0 e quindi equivalente a

La disequazione {

:rgf@ong.

V222 —1< 14z
222 —-1>0 '
Il sistema & equivalente a

V2z2 —1<1+=x V22 —1<1+4x

Risolviamo {

222 —-1>0 o 262 -1>0

1+2>0 1+2<0

V222 —1<1+=x

Il sistema 202 —-1>0 ¢ equivalente a

1+22>0
202 —1 < 142z + 2 2222 -2<0
xﬁ—@ong , cioe a xg—gong,cioéa
z>—1 z>—1

1-V3<z<1+V3
xg—gong ,cioéal—\/§<x§—§§<x<l+\/§-
x> —1

V212 -1 <1+
Il sistema 202 -1>0 non ammette soluzioni.
1+2<0
o2
La disequazione { 2x22x_ 1 iz I+ & quindi equivalente a 1—/3 < z <
—@ 0 @ <z <143
222 -1>0

Il sistema { —1<+2z2—1—2x & quindi equivalente a

V22 —1—a<1

cioéal—\/§<x§—§§<x<l+\/§.
Quindi la serie € convergente per

1 1
xe]l_ﬁ)_ﬁ]u[ﬁ’l_'_\/g[;

per tali z si ha

> 1
V222 —1— )" = .
Z( v z) 1—V22x2—-1+=zx

n=0
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2° modo Il dominio naturale della funzione definita da v/222 — 1 —z ¢ dato
dalle = soddisfacenti 222 — 1 > 0.

La serie assegnata ¢ una serie geometrica di ragione v/2x2 — 1 — x; la serie
¢ quindi convergente se e solo se —1 < 222 —1— 2 < 1.

Si ottiene quindi il sistema

202 -1>0
—“1<V222-1—-2
V2 —1—x <1

Il sistema ¢ equivalente a

202 —-1>0
202 —1>2 -1

V2z2 —1<1+=x

)

cioe a
202 -1>0 202 —1>0
V2z2—1>z—1 o V22 —1>2 -1
V2z2—1<1l+=x V222 —1<14+x

r<—1 —1<z<1
202 —1>0

V22 —1>z2 -1
V222 —1<14+x

z>1
Risolviamo il sistema

222 -1>0
V22 —-1>z—-1
V2z2 —1<1+z '’

< —1

si ha 1+ < 0; quindi 'equazione v/2x? — 1 < 1+ non & mai soddisfatta;
quindi il sistema non ha soluzioni.

Risolviamo il sistema

222 -1>0
V22 —1l—-xz>xz—-1
V222 —1<1+4x ’

—-1<z<1
il sistema & equivalente a

222 —-1>0
222 —1 < (1+1x)?
—-1<z<1

)
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cioe a ) )
x < ~s ox > 7

202 —1 <1422 +22
-1<z<1

cioe a
cioe a
cioe a

Risolviamo il sistema

202 —-1>0
V2z?i—1>2—-1 |
V2r2 —1<1+2 '’

z>1
il sistema & equivalente a
z>1

222 —1> (2 —1)?
222 — 1 < (1 +x)?

cioe a
x>1
202 —1>22-22+1
202 —1 < 1+ 2z + 2?2
cioe a
x>1
x<—1—\/§0x>—1+\/§ ,
1-V3<z<1++V3
cioe a

l<z<1+V3.

Quindi il sistema da cui siamo partiti ¢ equivalente a

1 1
1—\/§<x§—— o) —§x<1+\/§.

V2 V2
Quindi la serie & convergente per
xe]l—\/ﬁ,fi]u[i,lﬂ/ﬁ[;
V2 V2

47
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= 1
202 — 1 —z )
; )= 1—vV222-1+z

(¢) La serie & assegnata per © — 1 # 0, cio¢ per x # 1.
serie geometrica di ragione ﬁ — 1. La serie & convergente se e solo se

1

1
_1<T_

1] 1<1ci0éseesolose0<‘zf
\zl1| < 2, ciod se e solo se |z — 1| > 1,
x—1> 3, cioeseesoloser <iox>3.

Per tali x la somma della serie e
1 _ 1 _ _|=—1]
1 =

- i+l 2-

— = ——.
IF= 2|lz—1]—-1

6.3 Serie a termini positivi

1. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

e e} 5n2+n+1,
a) > meo n3+1

(
247n+3.
(b) Yoo, mtietd

jee} n2+5n+2 .
(C Zn:O n3+3n+1"

2
(d) >0l 27:12131 ;

)
)
)
)
(¢) T VaEr=mn,
)
)
)

n=0 nS+1 ’

—~

_ n241
f Zn 1 n3+2n+3’

+yn—n®,
(h) Yool MHA:

giustificare la risposta.

Risoluzione.

. 2 . . . . . .o, .
(a) Siha % ~n—soo %; quindi la serie data & divergente positivamente.

(b) Siha
n?+Tn+3 an _ 1
nS4+n+2 "TCpd 3
quindi la serie € convergente.
(c) Siha
n? 4 5n + 2 n* 1
nd+3n+1 "TFn3  n

quindi la serie & divergente positivamente.

)

7 < 2, cioe se e solo se

cio‘eseesolosem—1<—%0

)

Si tratta di una
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. 2 . . . \ . o, .
(d) Siha 2’;27':_31 ~nosoo 35 quindi la serie & divergente positivamente.

. /n2 3 2 . . N
(e) Siha %12" ~nosoo pF = %; quindi la serie & convergente.
(f) Siha

[_n2+1 /fn2 _ 1 1
n3+2n+3 ~n—oo n3 — /n " n—roo n'

Quindi la serie assegnata e divergente positivamente.

(g) Si ha lim,, o, n? = +00; quindi la serie & divergente positivamente.

s n+v/n—n? —-n® _ n® n_.oo : n
(h) Si ha ﬁ ~n—00 ? = 7W = 7%’ si ha hmn_>oo 7%

quindi la serie e divergente negativamente.
2. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
o 7L2+27L .
(a Zn:[) n343n)

)
b) ZOO 4An+5" .
)

n=0 4n+4+4n"

(
(C ZZO:() ";%12?3;
(

) Yoo T
(&) Yoo St

2_pl

) EZO:O :3+2TZJ§
5

(8) Yooy Z!jigig;

giustificare la risposta.

Risoluzione.
(a) Siha
2 n n

Quindi la serie assegnata ¢ convergente.

49

. n n n . . . < . oL
(b) Siha iZii" ~n oo Z—n = (g) ; quindi la serie & divergente positivamente.
. 2n 3 26n n . . . N
(c) Siha ”32% ~n—yoo "3—2 =n? (%) ; quindi la serie & convergente.
(d) Siha % ~n—soo 2r; quindi la serie data & convergente.
(e) Siha
2" 43" 3"

nlfn, TN—00 nl)
quindi la serie & convergente.

: n’—n! —n! _ 1
(f) Si ha n3+2n! ~n—oo T T T2
Quindi la serie e divergente negativamente.
(g) Siha
n5+n+2 n®

nl—nt3 N0 pl’
quindi la serie & convergente.

3. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
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(a) Xolo 527

(b) >Xnto ﬁ’
(c
(

)
) Pmeo (27;:;&3;
)
)

d) >0 (2721‘31),
(e Zn 1n"’

giustificare la risposta.

Risoluzione.

(a) Si ha:

(n+1)! 2

(n+1)2 _ nl(n+1l) 3" _ n4l _ ntl 1n

3 n'2 = 3nZtentl ol 32:_+1 = 397 ~Yn—oo 39n ?n— 00 0
3n

Quindi la serie data ¢ convergente per il criterio del rapporto.

(b) Si ha 2 o + e ] T 2 . Si ha:
5(n+1)? R 5
3(n+n)3 _ gniH2ndl on” o 32 n
i L, =27 0.

on? T 9n3+43n243n+1 9n2
po
Quindi la serie data ¢ convergente per il criterio del rapporto.

(c) Siha (2n)'+3 ~n—soo (2n)|> Si ha:
(nt1)!
o) (D! (2n)! n+1 1
) = BT al = GaTh@aTe) “n—oo dn —n—oo 0.

(et
Quindi, per il criterio del rapporto, serie data & convergente.

. . n 3 1 3 _ . _
(d) Siha lim, (2?11)” =lim, o0 2"—':1 = limy, 00 55 = 0.

Quindi, per il criterio della radice, la serie & convergente.

n

(e) Siha lim, = lim,, 00 & = =0.

n”

Quindi, per il criterio della radice, la serie & convergente.

6.4 Limiti di successioni

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti di successioni

2n+1+3n .

1imn—>oo 71+3n )

a
n35"—n! .
nd57n42n!?

2"43"%—n

(a)

(b)

(¢) limy—e0 o
)
)

b

lim,, 00

5"4+n! .

: 42" +n!
(e hmn*)oo %

Risoluzione.
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51
. n+1 n n . .. . n+1 n
(a) Siha 2 n+;"3 ~r—soo g—n = 1. Quindi si ha lim,_, 2 n+;,§ =1.
3en 3en
: 5" —n! _n! 1 T . 5Pem! 1
(b) Siha et ~neo gor = —3- Quindi si ha limy, o0 T550F = — 3.
. n n_ n . . .
(c) Siha an," ~r—soo %; quindi si ha
2"+ 3" —n .3
lim ——— = lim — =0.
n—oo ™ —nl n—oo N!
. n ! ! . . .
(d) Siha % ~n—soo gus quindi si ha
. 5" + n! . n! n
im ——— = lim = +o00.
n—oo N2 + 9n n—oo 9N

: 2" 4n! [ SRR,
(e) Siha % ~n-soo 3a1 = 33 quindi si ha

. n+ 2" +n! 1
lm ————— =
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Capitolo 7

Serie di potenze

7.1 Serie
1. Esercizio.

(a) 2o
(b) >0
(c) Xnto
(d) >0t
(€) 2=
(f) >oe
8 X
)

£) >,
(&) 2n
(h) 202,

0
0
0

di potenze

Studiare le seguenti serie di potenze:

2,
st m
7?2-:23: 2"
31123: 2"
rres Kl
zrvlzf;z 2
3"4n?+1 e
n2+n+1 ’
ni’;i;zs P

Risoluzione.

(a) Per ogni z € C si ha

1+2n

| g2 2m | ~
Quindi la serie di potenze e assolutamente convergente in z se e solo se
< 1, ciog se e solo se |z| < 2. Quindi il raggio di convergenza della serie

L1zl
2

n—o0 %|Z|n

—on (‘7')”

di potenze ¢ 2.

Per z € C, |z| =2 si ha
lim,, oo ’ 1;3" z"‘ = lim,,_y0o 21 (‘;—'

Quindi la serie non e convergente in z.

(b) Per ogni z € C si ha

| n24+3"
nit5n

Zn‘NnHOO(%M)n;

53

) = lim,,—y o0 2n = +00.
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quindi la serle ¢ assolutamente convergente se e solo se £ 312] < 1, ciose e
solo se |z| < . Quindi il raggio di convergenza ¢ 3.

3
Per z € C, |z\=§siha

lim,, o0 |2 4+5n 2" = limy, o0 (2]2))" = limp oo 1 = 1.
Quindi la serie non & convergente in z.

Per ogni z € C si ha

n42" 2" — (2
| 55w 2" | ~n—oo 5w (2" = (512])
Quindi la serie Zn 0 71‘2':_23” z™ ¢ assolutamente convergente se e solo se

§|z| < 1, cioe se e solo se |z| < % Quindi il raggio di convergenza della

serie di potenze & %
Per z € C, |z\f si ha

. 2 .
lim,, o0 | 255 2+3n = lim,, oo (5]2))" = limy 500 1 = 1.
Quindi la serie non e convergente in z.

3
2
2" =

Per ogni z € C si ha

n+2"
nl+3n

Quindi la serie Zn o n'+3" ~ 2" & assolutamente convergente per ogni z € C.
Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze &

2lzD"

”|N

r =400 .

Per ogni z € Csi ha
Per z 7£ 0 si ha hmn_,oo n'(%)" = 400

! N
Quindi la serie Y7 7?21%" z™ ¢ assolutamente convergente se e solo se

z = 0. Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze &

r=20.
n+5 121
2n4n ~n—oo on |Z|n =n ( ;

la serie di potenze ¢ quindi assolutamente convergente in z se e solo se

Per ogni z € C si ha 2"

% < 1, cioe se e solo se |z| < 2; quindi il raggio di convergenza della serie
di potenze e 2.
Per z € C, |z| =2 si ha

lim,, oo ‘zﬁfn z"‘ =lim, soo (‘ ‘) lim,,_soo n = 400.

Quindi la serie non e convergente in z.

%Zﬂ ~n—oco n2|2‘n = 12 (3[=)"

la serie di potenze & quindi assolutamente convergente in z se e solo se
32| <1, ciod se e solo se |z| < §; quindi il raggio di convergenza della serie
di potenze e

Per ogni z € C si ha

g.
Supponiamo z € C e |z| = %; abbiamo visto che per |z| = £ la serie &

assolutamente convergente; quindi la serie € convergente in z.
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(h) Per ogni z € C si ha |23} i’f z"

tenze ¢ quindi assolutamente convergente in z se e solo se |3z| < 1, cioe se
1. . FE . . . . 1
e solo se |z| < 3; quindi il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ 3.

n3" | |n _
TL*)OO n2 z -

113z]"; la serie di po-

Supponiamo z € C e |z] = 3

Si ha
n3"4+n® n _ (n3"4nd n _ 3" .n 3".n _ n*-3" _n 1 n

n2+1 2= < nZyl n % + n? = 71(n2+1)z + (32)

: n*—3" _ n*—3" P
Si ha | 5iy2 ’Nnﬁoo L(3]z))" = 25; quindi la serie Y7 ey

assolutamente convergente.

La serie >_»" ; 1(32)" & convergente per 3z # 1, non convergente per 3z =
1

1, cioé & convergente per z # %, non convergente per z = 3.

Quindi la serie Y07 ”izi? z" & convergente per z #* %, non convergente
1

peI'Zzg.

2. Esercizio. Determinare l'insieme degli x reali per i quali la seguente serie &

definita ed € convergente
i n?+3 (z+2\"
n3 +1 T
n=0

Risoluzione. La serie ¢ definita per z # 0.

Supponiamo x € R, x # 0.

Poniamo t = ‘137*2

e o] n2+3 tn
n=0 n3+1

Consideriamo la serie di potenze reale >

Per ogni t € R si ha
n?+3 tn
n3+41

t se e solo se [t| < 1; quindi il raggio di convergenza della serie di potenze & 1.

~n—soo +[t]"; la serie di potenze & quindi assolutamente convergente in

Supponiamo t € Re |t|=1,cioet =10t = —1.

Per ¢t = 1 si ha la serie ZZOZO Zi—ﬁ, si ha ngil 00 %; quindi la serie di
potenze non e convergente in 1.

Per t = —1 si ha

i f

ZE (1) = (BB - D) + (-1 = e (D) + (-

Si ha n(gfjl)( ‘ ~n—soo 55 quindi la serie Y07 %( 1)™ & assoluta-

mente convergente

La serie Y >° | 2(— 1)" & convergente per il criterio di Leibniz.

Quindi la serie Y7 25 ‘;’(—1)” & convergente.

n +3
n=0 n3+1

La serie di potenze > - t"™ € quindi convergente se e solo se —1 <t < 1.



96

CAPITOLO 7. SERIE DI POTENZE

La serie assegnata e quindi convergente se x € R* & tale che —1 < ””xi? <1.

Cio equivale a dire

z£2 > ]
52 , cioe

=<1

2 41>0
o2 _ | 2 o Clo®
o4

z = cioe
ST
r<-lox>0 N

, cioe

x <0
r < —1.

La serie assegnata ¢ quindi assegnata e convergente se e solo se x < —1.

. Esercizio. Dimostrare che la serie di potenze

> n 1 2n+1
2 (=) @n+1)° ’

(la somma della quale ¢ sin z) ha raggio di convergenza +oo.

Risoluzione. Sia z € C, z # 0; studiamo ’assoluta convergenza della serie di
. 2n+1
potenze in z, ciod la convergenza della serie Y~ %

Applichiamo il criterio del rapporto; si ha
|22(n+1)+1

[CICESYES \z\z""“’ (2n+1)! 2 1 |
[zt T (2n+3)! [zt T 2| (2n+1)1(2n+2)(2n+3) 2n+ 1) =
P

|z|? |=|2

Ent2)@nt3) ~ dn? T Tn—oo 0.

Quindi la serie & assolutamente convergente in z. Per I’arbitrarieta di z la serie
di potenze ha raggio di convergenza +o0.

7.2 Esponenziale, seno, coseno, seno iperbolico, co-

seno iperbolico

. Esercizio. Dire se la relazione:

cos?1 —sin?1 = cos?2

€ vera e, in caso affermativo, giustificare la risposta.

Risoluzione. La relazione ¢ vera in quanto
cos2 = cos(1 +1) = coslcos1 —sinlsinl = cos® 1 — sin® 1.

. Esercizio. Calcolare:

liexpi| .

Risoluzione. Si ha |iexpi| = |i| - |expi| =1-|cosl+isinl|=1-1=1.
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7.3 Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(1—cosz)® .

a (z—sinz)?’

( hmr—>0
(1—exp(5z))®
(b) limg—g Mm’

)
)
(€) lime0 sleony=y
)
)

2

(expxz—1)2sin® z
(d limg 0 1—cos x2 ’

IQ —sin .132

(e limg o shz(l—cosz) "

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando unicamente le equivalenze
asintotiche, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

(a) Siha (=000) E*; = g; = 2. Quindi il limite & 2.
) (1—exp(5x))2 (51) o 25
(b) Siha ) sh(r) 0 Sarr = 77+ Quindi il limite & 3.
(c) Siha
z—sinx % _ 1
z(cose—1) =0 x(,%) - 3
Quindi si ha
I r —sinx 1
i _
z—0 z(cosz — 1) 3
(d) Si ha lim, o ©Re=Dsin’e _ g e 9.
2
(e) Siha 22 —sina? ~, .o %x6 esha(l —cosz)~y 0 q:%:vQ = %x3;
22 —sin 22 ézs _ le

quindi sha(l—cosz) ~&—0 zx3 3
Quindi si ha

2 _sin 2?

_ziosinz” |y 1.3 _
sh z(1—cos z) limg o 3T = 0.

limx—>0

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

sin 12+sin x .

a) limg,_, RE

b

x—shx+sinx .
l—cosx+sinx’

2?2 sin x—sh(2z) |

)
)
c) limg0 T—cos z+sin(5z)’
)
)

(
(

hmx—>0

sin” z—sin(4z) ,
(d lim 0 chz—1+z

sin? z sh r+3x
(e limg 0 1—cos z+sin(2x) *

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando le equivalenze asintotiche e la
trascurabilita, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.
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(a) Siha
. 2 . .
sin z“+4sin x sin x© .
sha Nz—=0 shy Y0 L
quindi si ha
. 2 .
: tsine _
lim,_,q 52 zSh xsmz - 1.
b) Poiche x — shz <, ,osinz e poiche 1 — cosxz <, .oshz, si ha
)
z—shz+sinz sinz __ x __ CNR ERES B O N
Teosaiohs ~a—0 3hy = ¢ = L. Quindi il limite e 1.
2 .
. z* sin z—sh(2z) —sh(2z) -2z _ 2. P TR
(C) Si ha T—cosz+sin(bz) 20 sin(x) 0 Bx T T B quindi si ha
. z? sinz — sh(2x) 2
im - =——.
=0 1 — cos z + sin(5z) 5
.. 3 . .
. sin® z—sin(4x) — sin(4x) —dr . . P
(d) Si ha T cha—ltz N0 T 5 Y0 T, — _4, qulndl si ha
. 3 .
. sin”z —sin(4z
T ) S

z—=0 chax -1+

.2
: sin“ x sh x+3x 3z 3x __ 3. . CR
(e) Si ha T—cosz+sin(2z) %0 sin(2z) 027 — 2> quindi si ha

, sin?zshz + 3z 3
lim - = —.
=01 —cosz +sin(2z) 2

3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

: sinz+shx .
(a) limg 0 exp(3z)—1’

so2
: sinz“+1—cosx
(b) limg o z(expz—1)

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando il teorema f ~ci1h, g~ coh,
c14+c2#0= f+ g~(c1 + c2)h, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

(a) Sihasinz~,_ox, shx~, ox; exp(3z) — 1 ~,_03z; quindi si ha
sinztshz 2z 2.
exp(3z)—1 203z = 3>
quindi si ha
: sinz+shx __ 3
limg 0 exp(3z)—1 — 2°

. . 2 . . .
(b) Si ha sinz? ~, 022, 1 — cosx ~z_40 %5 quindi si ha
3.2

. 2 2
sinxz“+1—cosx 3 _ 3.
z(expz—1) =072 =
quindi si ha
2
i sinz®t+l—cosz _ 3
limg o z(expz—1) ~— 2°

4. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. 6(shz—xz)—az°
(a) limg_o S(shz—z)—a” Chx7)1 ;

. 3 3
: sinxz”—shz” .
(b) limg o ®H";



7.3. LIMITI 59

sinz®—shz® .

(C) hm-"f—m l—cosz !

: sin x
(d) limg 0 | 2(1—cosz)—sin? z |
Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando il teorema f~cih, g~ coh,
c1+c3=0= f— g=h, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

(a) Si ha 6(shz — x) ~,_02?; quindi si ha 6(shx — x) — 23 <, _,023%; si ha

2 h
chaz —1~,_0 %; quindi si ha lim, o bho—z)—a® _

chz—1
. 3 3 3
: : sin z° —sh z° 1: Oo(z”) __
(b) Si ha lim, ¢ =20 lim, 0 (mQ ) —
2

(c) Si ha sinz® — sh® 2 <, 0 2% <401 — cosz. Quindi il limite & 0.
(d) Siha 2(1 —cosz) —sin® z <, 0 2% <z — Osinz. Quindi il limite & +oo.
5. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

4(1—cosx)?—z?sin® x .
shz?sin? z ’

sin z(expx—1)—xz?
0 r—sinx ’
2shz(1—cosz)—x>
sinz(chz—1)2
2(1—cos x)—sin® z .
(chz—1)2 )
2(1—cos x)—sh? z
(1—cos x)? ’
2(chz—1)—sin®x
(1—cos x)? ’
sh?z—xsinx .
sinz(z—sinz)’
(expx—1)sinz—2(chz—1)
0 r—sinx ’

(expz—1)°—expa3+1,
(1—cos x)? ’

4(1—cos z)—sin  sh(2z)
(1—cos x)? ’

lima:~>0

limm—>0

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando gli sviluppi asintotici.
h s 2 6
sh 2% sin xwwﬂox
cosx =1— 122+ 41‘ 14 o(z?),
1—cosx—§x1—4ﬂ:l: —|—0( .
(1 —cosx) o Zx4 - 12—4:6 +0(£§ ),
4(1 —cosz)* == o(z®),
2, _ 2
sin® z = 2% — 22* + o(z?),
2 52 4

(a) Siha:
12 4 4
€T )
2 )
sine =z — 1w +o( 3)
a?sin®x = 2t — 125 + o(29),
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4(1 — cosz)? — x?sin’z = — 126 4 a6

4(1—cos x)% —z? sin?

z 18

1
z—0 Gws — 6"

log(1+z%) sin? z

Quindi si ha

Si ha:
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+ 0(2°%) ~goo 32,

2 2

4(1 —cosx)? —a?sin®z 1

im .
=0 log(1 4 z4)sin’ x 6

T —sinT ~z_0 %x‘?,

sinz = x + o(z?
expr=1+4+x+
expr—1l=z+

sinz(expx — 1) =

sinz(expz — 1)
2

sinz(expr—1)—z~

r—sinx

Quindi si ha

Si ha:
sinz(chxz — 1)

),
%a:Q + o(x?),
322+ o(a?),

2_1.3
—x° =51’ +o(z

(x4 o(2?))(z + %:ﬂ + ol(xg)) =22+ %x?’ +o(z?),

3)

3
z—0 3L,

1.3
: 2
. sinx(expxr —1) —x
lim ( - ) =3.
-0 r—sinx

~sor(3at)? = ba

she = + ta° —|—o( )

cosr=1— %xQ
2

1 —cosz =3z
shz(1 —cosa:)

+ 2433 44+ o(a?),
— jm +O( 4 ;
(x—i— 1x3+0(333))(

o(a?) = 5° + 557° +o(a?),

Qth(l —cosx) =
2shz(1 — cos x)

2sh z(1—cos z)—z>
sinz(chz—1)2

Quindi si ha

Si ha
cosz=1—1z2
1—cosxz = §x2
2(1 —cosz) ==
sinx =x — ém?’

2 — im‘lo(a:‘l)) = %x3—ix5—|—$x5+

= x + La° 4 o(z?),
iE ~z—0 Tlgx ’
~ )
z—0 ims - 3

. 2shz(l—cosx) —23 1
lim - = — .
2—0  sinz(chz — 1)2 3

+ ﬂ‘r =+ O(‘ZA)v

= Et tola

2 2 Lad 4 o(at);

+o(z?);

sin?z =22 — tat +o(at);

2(1— cosz) —sin®z = 2% — St
(chz —1)2~ (é 2?)? = %x‘l
2(lfcos;v)7sm2z iE‘L -1
Al-cosz)-sin‘w g2 _

(chz—1)2
Quindi si ha

T

2(1 — cosx) —sin’z

— %4 %x‘l +o(z?) = 12t + o(z?) ~ Lat;

lim

=1.

z—0 (chz —1)2
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()

Si ha

(1 —cosz)? ~(322)? = La*

coszr =1-— %ﬁ + Lzt + o(z?);

1 —cosz = 1% — L' + o(a?);
4

i
2(1 = cosz) = 2® — La* + o(z?);

2
sh®z = 2% + $a + o(z?);

2, _,2_ 1,4 .2 1.4 4y _ _ 5 .4 4 5 4.
2(1—cosz)—sh”x = 2°— 50* —2° — 30" +o(z%) = — 50" +o(z*) ~ —q52%;
2(1—cos ¢)—sh? z ~ — 2t __5

(1—cos x)2 ot 3"

Quindi si ha
2(1 — cosz) —shz _ 5
20 (1 —cosz)? 3

2(chx — 1) = 2? + {52 + o(2?);
sinz =z — 2% + o(a?);
sin?z = 2% — tat +o(at);

2(chz—1)—sin® ~ S
(1—cos )2 Izt

Quindi si ha

2(chz —1) —sin®z = 22 + Lat —2? 4+ 12 + o(z?) = Zat 4+ o(z?) ~ Sat;
5
3

Si ha

sinz(x — sinx) ~,_0 ””6—4.
Si ha

shz =z + §2° + o(z%),
sh?z = 22 + sat + o(zt),
sinz =z — 2% 4 o(a?),
zsinz = 2? — fat + o(x?),

sh’?z — zsinz = %x‘l +o(z*) ~2 0 %x‘l.

Quindi si ha

. 1
sh? z—zsina 3T
—_— Y

2 —
sinz(z—sinz) £—0 Tat T 3.
Quindi si ha
sh?z—xsinx =3
sinz(z—sinz)

4

limx—>0
Si ha

3 3
T —SinT~g,_yo %;
expr=1+4+x+ ‘L; + o(x?); quindi
expr—1l=2x+ L; + o(z?);
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sinx = x + o(2?); quindi

. 2 23
(expx — 1) sing = (x+ % +o(x?))(z +o(z?)) = 2% + & + o(a?);
chz =14 % + o(2*); quindi
chx —1= %2 + o(x?); quindi
2(chz — 1) = 22 + o(2?); quindi
expr — 1)sing — 2(chz — 1) = & + o(23) ~p0 & ; quindi

2 2

3
—1)sinz—2(chax—1 =
(expx—1)sinz—2(chz—1) 0 23 -3

r—sinx ~r—

(expm 1)smz 2(chz—1) __ -3
r—sinx :

Si ha quindi lim,_,
(i) Siha

— cosx)? 2)? ot

(I—cosz)’~uso |5 ) =5
expr=1+xz+ %xz + o(mz); quindi
expr — 1 = x + 32% + o(x?); quindi
(expw —1)3 =23 + 33:21:52 +o(z%);
expr =1+ +3 —|—0( )—1+a:3+0(x4);quindi
(expz — 1)° —expa® + 1 = 2 +32t —1 -2+ 1+o0(a*) = 32* +
o(z*) ~z—s0 22*; quindi
(expmfl)sfexpzSJrl %.’r4 -6

(I—cosx)2 ~r—0 T2 =
(exprl)sfexpszrl -6

(1—cosz)? -

Quindi si ha lim,_.q
(j) Siha
2 2 4
(1 —cosx)? ~yo % =2
cosr =1-— ?x + 4x +o(z*); quindi
1 —cosz = 12% — ;z* + o(z*); quindi
4(1 — cosx) = Qm %x‘l + o(x?);
sing =z — g’ —|—o(a: )i
Sh(2:€)—2:€+ (27)3 + o(x )*217+4z3+o( )
sinxsh(2z) = (m — L3 4 o(x ))(Q;U + 4x3 +o(z?) =

6
20% + 32t — T2t + o(2?) = 222 + 2! —|—0( 4);
4(1 — cosx) — sinzsh(2z) = 222 — %x‘l —22% — 2t + o(a?) = _%x‘l +
o(z?) ~z—0 —%x‘l;quindi
4(1—cos x)—sin x sh(2x) —Iz* 14
(1—cosx)? ~r—0 Ip0 — — 3

. 41— h(2

Quindi si ha lim,_,o 2¢ Co(slm)co?;’)ﬁs (22) _ _L?jl.

4 Serie
1. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
. 3
(2) onZosin iy

(b) >0 4/1—cos %;
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c Zn—l n2 113 (% — sin %)’

(c)

(d) ¥ 1sm\ﬁ

(€) Ynzosh =
(f) Yoz (1—008%);

(8) Xoliy/exp oz — 1;

Risoluzione.

: n +n+l n3+n+1 1
(a) Sl ha. Sin n+n+3 ~n—00 nStn+3 ~n—o00 e

Quindi la serie & convergente.

(b) Siha \/1—cos t ~nroe /5 = /32,

N

Quindi la serie e divergente positivamente.
n+1 a1 11 _ 1.1
(C) Si ha 2+3( blnﬁ) Nnﬁoongﬁ = 6n2*
Quindi la serie & convergente.

(d) Si ha sin \/g ~—s o0 \/% = %; quindi la serie & divergente positivamente.

n2
: 1 1 1
(e) Si ha sh W ~n—00 ﬁ ~Mn—oo = 3¢
Quindi la serie & divergente positivamente.
(f) Sihal— cos % ~r—s 00 %#, quindi la serie & convergente.
(g) Siha
1

1 1 .
exp or — L~vnseoy/ 77 = 575

quindi la serie & convergente.
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Capitolo 8

Derivate

8.1 Derivate

1. Esercizio. Sia
f:R— R,z — 23,

(a) scrivere il rapporto incrementale r(h) di f in 1 applicato ad h, (semplifi-
cando l'espressione).

(b) calcolare f/(1) come limite del rapporto incrementale.

Risoluzione.

(a) Si ha r(h) = LOEW=FO) _ (W1 | Leonbonterdoy | snesntend
h h h R
h? + 3h + 3.
(b) Siha f/(1) = limj,_o r(h) = limy_0 *h? + 3h + 3) = 3.
2. Esercizio. Scrivere I'equazione della retta tangente alla curva

y=a°

nel punto (1,1).

Risoluzione. Posto f(x) = 23, si ha f(1) = 1 ef/(1) = 3; quindi I'equazione
della retta ¢ y — 1 = 3(x — 1), cloe y = 3z — 2.

3. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

(a) f(x) = a?sina®;
(b) f(x) = 23sina?;
(c) f(z) = 2% sinexp(5x?).

Risoluzione.

65
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(a) Siha

f'(x) = 2zsinz® + 2?(cos 2*)32% = 2z sin x> + 32* cos 2® .
(b) Si ha

f'(x) = 32% sinz? + 23 (cos 2%)2z = 3% sin 2 + 2z* cos 22 .
(¢) Siha

f/(x) = 2z sin exp(5x?) + 2% (cos exp(52?)) exp(522)10z .

4. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni in un punto x del
dominio ove le funzioni sono derivabili

(a) f(z) = Va2sina3

(b) f(z) = \/sin L

Risoluzione.

(a) Siha
fl(x) = m@x sinz® + x?(cos 23)32?) =
1

43/ (22 sinx3)3
(b) Siha

(2z sin 2 + 3z cos 2?).

1 1 1
fa) = 7_1008 ;(—?) :
2 sin —
5. Esercizio. Determinarne il dominio naturale e calcolare la derivata della

seguente funzione:
1
xT) =exp— .
fl@) = exp —

Risoluzione.
Si ha dom(f) = R* e per ogni € R* si ha

6. Esercizio. Sia 1

z+1 ;
trovare in funzione di h l’espressione che, attraverso la derivata, approssima
Iincremento (Af(1)) (h) della funzione f in 1, per h ”piccolo®.

ffR—Rz—

Risoluzione. Si ha f'(z) = *ﬁQ quindi si ha f'(1) = fi; quindi si ha

(AFW)(R) = f(A+ 1) = f(1) = f'(1)h + o(h) = =+ o(h).
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7. Esercizio. Fare un esempio di una funzione reale di variabile reale, continua
in 1, non derivabile in 1 e tale che f(0) = 2. Si richiede I'espressione esplicita
della funzione.

Risoluzione. Consideriamo la retta passante per i punti (1,0) e (0,2); essa ha
equazione x 4+ ¥ = 1, cioe 2z +y = 2, cioe y = 2 — 2z.
y

Come funzione si puo scegliere f : R — R,z — |2 — 2z|.
A

8.2 Massimo, minimo

1. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni

(a) f:[0,1] — R,z —» £

x+1°

(b) f:[-1,1] — R,o — 22+ 2 +1,

(¢) f:]0,1] — R,z —» 4L

x+1

ammettono massimo e minimo; in caso affermativo determinarli.

Risoluzione.

(a) Essendo f continua ed essendo dom(f) compatto, f ammette massimo e

minimo.

Sia z €]0,1[; si ha f'(z) = mii:_(f;;l) = (a:+21)2 # 0; quindi il massimo ed
il minimo di f sono raggiunti in {0, 1}; si ha f(0) = —1, f(1) = 0; quindi
si ha max(f) = 0, min(f) = —1.

Poiche f e continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.

Il massimo ed il minimo di f sono raggiunti nei punti di ] — 1, 1 ove si
annulla f' o su {—1,1}.
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Sia x €] — 1,1[; si ha f'(x) = 2z + 1; quindi si ha f'(z) = 0 se e solo se

fehy=1olinoi=e o pa) =3 fon) =1
Quindi si ha max(f) = 3, min(f) = 3.

(¢) 1. Essendo f continua ed essendo domf compatto, per il teorema di
Weierstrass, f ammette massimo e minimo.

ii. Il massimo ed il minimo di f sono raggiunti negli estremi di [0, 1] o nei
punti interni di [0, 1] nei quali f’(z) = 0.
Sia x €]0, 1[; si ha
_ 2z(z+1)—(224+1) _ 22 42z—22—1) _ 2%422-1)
f/(l’) - (z+1)2 - (z+1)2 - (z41)2 >
siha f/(x) = 0 se esolose 22 +22—1 = 0, cio¢ se e solo se = —14+/2,
cioe, essendo 0 < = < 1, se e solo se = v/2 — 1.
Quindi il massimo ed il minimo di f sono raggiunti su {0,1,v/2 — 1}.
. V2-1)241 _
Siha f(0) =1, f(1) = 1, f(VZ—1) = DL — 20134000
4-2v2 _ 4V2-4 _ o
= =2v2 -2,
Si ha 2v/—2 < 1: infatti cio equivale a 2v/2 < 0, cio¢ a v/2 < %, cioe a
2<%,cioéa8<9.
Si ha quindi max(f) = 1 e min(f) = 2v/2 — 2.

2. Esercizio. Sia A = {Zt2%:2 € R, };

2x+57

(a) dire se A ammette massimo e se A ammette minimo

(b) determinare sup(A) e inf(A) rispetto allo spazio ordinato (R, <)

Risoluzione. Sia f : [0, +oo[— R, z — 2”?;53, di modo che A = f([0, +00]).

Siha f(0) =1, lim, o0 f(z) = 3. Per z €]0,400[ si ha f/(z) = %ﬁgﬁm =
—ﬁ < 0; quindi f e strettamente decrescente.

‘\

1

Si ha quindi A =],1]. Quindi A ammette massimo e max(A4) = 1; A non

ammette minimo; si ha sup(4) = 1, inf(A) = 1.

8.3 Teorema del valor medio

1. Esercizio. Dire quale delle seguenti funzioni f : [-1,1] — R con

(a) flz) =2+ +1,
b) flz)=2®+2* -z +1,
(c) f(z)=|zl,
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soddisfano le ipotesi del teorema di Rolle; motivare per ciascuna funzione la
risposta; per le funzioni che soddisfano tali ipotesi, determinare i punti £ 1’esi-
stenza dei quali e assicurata dal teorema di Rolle.

Risoluzione.
(a) Siha f(-1)=1-1+1=1, f(1) = 3; quindi f non soddisfa le condizioni
del teorema di Rolle.

(b) La funzione f & derivabile e si ha f(—1) =2 e f(1) = 2; quindi f soddisfa le
condizioni del teorema di Rolle; quindi esiste £ €] — 1, 1] tale che f'(£) = 0;
per ogni z €] — 1,1[ si ha f/(z) = 322 4+ 22 — 1; si ha f/(x) = 0 se e solo

se 322 4+ 2x — 1 = 0, cioe se e solo se x = %ﬂ = 1—?, cioe se e solo se
1

r=—1lox =3, ciog, essendo ¥ €] — 1,1] se e solo se x = %; si ha quindi
E=1
(¢) La funzione f non & derivabile in 0; quindi non soddisfa le condizioni del
teorema di Rolle.
2. Esercizio. Sia f :[0,1] — R,z — 2?; determinare il punto ¢ di cui viene

affermata ’esistenza nel teorema di Lagrange.

Risoluzione. Per ogni x € [0,1] si ha f/(z) = 2x; il punto £ soddisfa w _
f'(€); si ha quindi 1 = 2¢; quindi £ = 3.

8.4 Derivabilita e derivata

1. Esercizio. Sia

|| per —1<a<1

2 perl <ax <2

f:-12] —>R,x—>{
2

(a) disegnare approssimativamente il grafico di f;
(b) determinare l'insieme dei punti ove f & continua;

(c¢) determinare I'insieme dei punti ove f & derivabile;

motivare adeguatamente la risposta.

Risoluzione.

(a)
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(b) Per il carattere locale della continuita, f & continua su [—1,1[ e su |1, 2].

Studiamo la continuita di f in 1. Si ha
1imm—>1—,z7£l f(SU) = 1imz—>1—,z;£1 |£L’| =!

e
2

. . 1
llmz—>1+,a:7é1 f(.’L') = hmw—)lJr,mgél % = 3-
Quindi f non e continua in 1.

L’insieme dei punti di continuita di f & quindi

~1,1[U]1,2].

(c) Siha

—r per —1<x<0
x per0 <z <1
1,.2

2

fz) =

¢ perl<ax<?2

Per il carattere locale della derivabilita, f ¢ derivabile su [—1,0[, su ]0,1[ e
su]l,2].
In 1 f non e derivabile in quanto non & continua.

Studiamo la continuita di f in 0. Si ha
hmw—ﬂ)—,w;ﬁO f/(x) = hmz—)O—,aL‘#O -1=!
quindi f & derivabile da sinistra in 0 e si ha f’ (0) = —1.

Si ha

hmx—>0+,aﬁ7&0 f,(x) = hm;c—>0+,x;£0 1=!
quindi f & derivabile da destra in 0 e si ha f’ + (0) = 1.

Essendo f! (0) # f4(0), f noneé derivabile in 0.

L’insieme dei punti di continuita di f & quindi

[~1,0[U]0,1[U]L,2] .
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8.5 Studio funzione

1. Esercizio. Studiare la seguente funzione

(E4 (E3 (EQ
= — _— _— 1
fay="+5+5 +a+

rispondendo alle seguenti domande:

(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Si ha dom(f)=R.

(b) Si ha lim, oo f(2) = +00, limy 400 f(2) = +o00.
(¢) Siaxz € R. Si ha

fle)=a3+2° +o+1=(@2+1)(z+1).

Si ha f'(z) = 0 se e solo se x = —1; si ha f'(z) > 0 se e solo se x > —1;
si ha f'(z) < 0 se e solo se © < —1. Quindi f & strettamente crescente su
[—1 + oo, strettamente decrescente su | — oo, —1].

Si ha quindi
M(/‘):{[_lﬂ+oo[}7 M(H):(Z)v

M) = {] — o0, —1]}.

(d) Sia z € R. Si ha
f'(z)=32"+2+1>0.

Quindi f & strettamente convessa su tutto R.
Quindi si ha

C() ={l—o0, 400}, CH=0  C{)=0}.

Per tracciare il grafico di f teniamo conto che f(—1) = % ~ 42 e f(0) = 1. Si
ha
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2. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(x) = 2%+ 222 — 52 -6,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =R.

(b) Siha lim,, o f(z) = —ool, lim, 4o f(2) = F00.

(c) Sia x € R; si ha f/(z) = 322 + 42 — 5.
Si ha f'(x) = 0 se e solo se x = %‘/ﬁ, f'(z) > 0 se e solo se <
%moz>ﬁ%m,f’(z)<0seesolose*2%m<x< *Q%\/ﬁ;
quindi f & strettamente crescente su | — oo, _2%\/@] e su [_Q%‘/ﬁ, +oof, f

7_2_3\/5 =2+V19]: quindi di ha

& strettamente decrescente su | , =

MO = 1) =00, 20 (2B oy

—2-V19 —2+19
3.7 3

M) ={] I}, M(=)=0.
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(d) Sia x € R; si ha f”(z) = 6x + 4.
Si ha f”(z) = 0 se e solo se x = —2, f’(x) > 0 se e solo se x > —2,
f"(z) < 0 seesolosex < —%; quindi f ¢ strettamente convessa su
[—%, +00], strettamente concava su | — oo, —%]; quindi si ha

o) = {I=5,+ooll, C()={l-o0,~3]} C(1)=0.

Si ha =22Y19 ~ 212 f(=22Y19) ~ 4,06, =201 ~ 79, f(=2£Y19) »~ —8.21.
Si ottiene il seguente grafico.
y

AL

3. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

flx)y=a2——.

T

Si chiede:

(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli (non vuoti e non ridotti ad un pun-
to) massimali sui quali f ¢ strettamente crescente (risp. strettamente
decrescente);

(d) Determinare 'insieme degli intervalli (non vuoti e non ridotti ad un punto)
massimali sui quali f ¢ strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =R"*.

(b) Si ha lin1x7,3>o f(z) = —o0, limg;0— f(z) = 400, limz—04 f(z) = —00,
lim, s 400 f(x) = 4o00.

(¢c) Staxz e R*;siha f'(z) =1+ % > 0; quindi f & strettamente crescente su
] — 00,0] e su |0, 4+o00[; quindi si ha

M(/‘)Z{]—OO,O[,]O,—FOO[}, M(\):@ M(<—>)=(Z)
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(d) Sia # € R*; si ha f”(x) = —2273; si ha quindi f”(z) > 0 per x < 0,
f"(x) < 0 per x > 0; quindi f & strettamente convessa su | — 0o, 0],
strettamente concava su |0, +oo[; qundi si ha

C(T) = {] - 0070[7]0’ +OO[}7 C(i) = {]O7+OO[} C(i) =0.

4. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(z)=x* —52% +6,

rispondendo alle seguenti domande:

(a) Determinare il dominio di f;

(b)

()

()

(e) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

determinare gli zeri di f;
studiare il segno di f;

calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(f) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =R.

(b) Si ha f(x) = 0 se e solo se x* — 522 + 6 = 0, cio¢ se e solo se 22 = 2 o
x? = 3, ciot se e solo se x = +v/2 0 x = +/3. Quindi gli zeri di f sono
fv _\/ia fﬂ _\/g

(c) Siha f(x) > 0seesolosex? < 2o0x? >3, cioe se e solose —v/2 < x < /2
ox < —V/3o0xz>3. Si ha quindi f(x) < 0 se e solo se —V3<z< V2
0V2<x<V3.

(d) Sihalim, ,_ o f(z) = 400, limg_, 4o f(z) = +o0.

(e) Sia z € dom(f); si ha
f'(z) = 42 — 10u.

Si ha f’(z) = 0 se e solo se 423 — 10x = 0, cioe se e solo se x(4x? —10) = 0,

cioéseesolosex:OOx::t\/g. Si ha f'(z) > 0 se e solo se f\/§<

x<00x>\/§. Sihaf(x)<Oseesolosex<—\/§00<x<\/g.
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Quindi f & strettamente crescente su [— %,O] esu | %,Jroo[; f e stret-

tamente decrescente su | — oo, —\/g] esu [0
Si ha quindi

=

(f) Sia x € dom(f); si ha f”(x) = 1222 — 10.
Sihaf”(x)>Oseesolosex<—\/§ox> \/%ef”(a:)<08eesolose
—\/§<x< \/%.

Quindi f & strettamente convessa su | — oo, —\/g] e su [y/2, oo stretta-

mente concava su [f\/%, \/%]

Quindi si ha

et = {1 —oo,—@,[@m[} e =0, ¢(d) = {[—ﬁ, ﬁ]} .
Siha: f(0) = 6, /3 ~ 9L f(£,/3) = B ~ 253, /3 ~ 158, f(+,/) =

= —.25.

=

5. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

_2+x2
T 1 — g2

f(x)
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Si chiede:

(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.
(a) Siha dom(f)=R-{1,—1}.
(b) Sihalim;,_ o f(z) = =1, limg—, 1 f(x) = —o0, lim;—, 14 f(x) = +o0,

lim, 1 f(z) = 400, lim, 14 f(z) = —o00, lim,—, 1o f(z) = —1.
() Sia = € dom(f); si ha f(r) = 2= EIEHR) o 2efetigen -
6x
T

Siha f'(z) =0seesolose z =0, f'(xr) >0seesolose x>0, fl(z) <0
se e solo se x < 0; quindi f & strettamente crescente su [0, 1] e su |1, 4o00[
e strettamente decrescente su | — 0o, —1[ e su | — 1, 0]; quindi di ha

M(/‘)Z{[O,l[,]l,#’OO[}, M(\)Z{]*OO,*].[,]*LO]}7

M) =0
(d) Sia z € dom(f); si ha f’(z) = 6(17‘7”2)2?1291;37”42)(7%”
6—(1_962()1(1;;3;44_4902) = 6(}i_i§§3~ si ha quindi f”(z) > 0 se e solo se

1 <a2<1>0 f'(x) <0seesolosex < —1o0ax>1;quindi f &
strettamente convessa su | — 1, 1], strettamente concava su | — oo, —1] e su
|1, 4+00[; quindi si ha

C) ={I-11[}), C{)={]—oo,—1[]1,400[} C(I)=0.

A

6. Esercizio. Studiare la seguente funzione

rispondendo alle seguenti domande:
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(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio

(c) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente)

(d) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Risoluzione.

(a) Siha dom(f)=R".
(b) Si ha lim, , o f(z) = 4001, lim,_,o_ f(z) = —o0, lim,_ o4 f(x) = +o0,
(c) Sia x € dom(f); si ha f/(z) = 22 — bz ~2 = 2255

2

Si ha f/(z) = 0 se e solo se x = {/3, f/(z) > 0 se e solo se z > {/3,

f'(z) < 0 se e solosez < {/2; quindi f ¢ strettamente crescente su

[{/2,+00], f & strettamente decrescente su ] — 0o, 0[ e su 0, i/%], quindi

di ha
MO = {5,400l MON) = {1 = 00, —0L 0, {21}
M(+)=0.
(d) Sia z € dom(f); si ha f"(z) =2+102732+ & = %.

Si ha f”(x) = 0 se e solo se = /5, f”(z) > 0 se e solo se x < —/5
ox >0, f'(x) < 0se e solo se —v/5 < 2 < 0; quindi f & strettamente
convessa su | — oo, — /5] e su |0, +oo|, strettamente concava su [—+/5,0[;
qundi si ha

C(1) = {] =00, = V5,10, 400}, C() ={] - V5,0[},
cl)=0.

Si ha {/2 ~ 1.36 f(;/%) ~ 5.53, —V/5 ~ 1.71, f(—=+/5) = 0. Si ottiene il

seguente grafico.
A \/
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7. Esercizio. Studiare la seguente funzione

rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti o i valori di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) studiare la derivabilita di f rispetto a R in 0;
(e) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.
x>0
Ver—1#0
si ha quindi dom(f) = [0, 1[U]1, +oo].

(a) Il dominio di f & dato dalle x tali che { cio¢ tali che

{‘f;#l,cioétaliche{ #1,
(b) Si ha f( ) = 07 hmx—)-‘ro@ f(.T) = 17 hmx—ﬂ— f(.T) = —00, hmaﬁ—ﬂ-‘r f({l:) =

+00.
(c) Siaxedom(f) x7é0 si ha
e 2 e vE
fl(z) = e exa = s, = — sy <0

(Vz—1)? (f D2 7 2Va(Va-1)?
Quindi f & strettamente crescente su [0, 1] e su |1, +o0].

Si ha quindi

<
>
I
<
3
I

0, M(\) = {[0,1[,]1, +o00[} .
(d) Siha

Quindi f & derivabile rispetto ad R in 0 e si ha f/(0) = —oo.

(e) Sia z € dom(f), = # 0; si ha
1 5aWEDHE(VE-D s

"
f ( )7 (f 1)4 -
1 (\f 1) +vz-1
R oy

1 S 1 EeeE 1 3E-1
2o(vVa-1P . 2ava(ve-17 . 2ava(a-1)P

Si ha f"(x )—Oseebolo se 3v/x —1 = 0, cio¢ se e solo be\f , ciod
se e solo se = §. Slhaf”( )>Oseesolose()<x<fox>1 Slha
1 (x )<Oseesolosef<:v<1
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Quindi f ¢ strettamente convessa su [0, ] e su |1, +oo|, f & strettamente

concava su [§, 1.
Quindi si ha

8.6 Polinomio di Taylor

1. Esercizio. Determinare il polinomio di Taylor di ordine 3 di punto iniziale 0
della seguente funzione
flx)=¢€"sinx .

Risoluzione. Si ha

f'(z) =e*sinx + e* cos x,

f"(z) = e*sinx + e* cosx + €” cosx — e” sinx = 2e” cos xx;

f"(x) = 2€e® cos x — 2€” sin x;

quindi si ha f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =2, f(0) = 2; si ha quindi
T(h) = f(0) + f/(0)h + L50p2 - 2R3 — - p2 4 1p3,

2. Esercizio. Determinare il polinomio di Taylor di f(z) = sinz di ordine 4 e di
punto iniziale 7.

Risoluzione. Si ha f/(z) = cosz, f’(z) = —sinz, f"(x) = —cosz, f¥(z) =
s auindi s b (3) = 1. (5] = 0. 17 (£) = 1. £ (§) — 0. 19 (5) -
1; quindi, indicando con T'(h) il polinomio di Taylor cercato, si ha

T = £ (2) £/ (5) bt 177 (5) A+ b7 () + & + 10 (3) =

1—3h*+ 221—4h4.
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3. Esercizio. A partire dalla definizione, determinare il polinomio di Taylor di
ordine 2 di punto iniziale 0 della funzione

f(z) =e® +sinx;

verificare che tale polinomio soddisfa la proprieta di appossimabilita espressa
dal teorema sulle proprieta del polinomio di Taylor.

Risoluzione. Si ha

f'(z) =e” 4+ cosz, f"(z) = e* —sinz;

quindi si ha f(0) = 1, f(0) = 2, f”(0) = 1; quindi, indicando con T'(h) il
polinomio di Taylor, si ha//

T(h) = £(0) + f/(0)h + L{2h% =1 4 20 + Ln2.

Il teorema sul polinomio di Taylor, applicato a questo caso, afferma che

f(h) — T(h) <pn_s0 h?. Applicando il teorema di de Hospital, si ha infatti

h : 132
—1T . +I]h—1—2h—7h . h —
7f(h)} ) (r) = hmh_>0 SRR 72 2 = hmh_)o e CO;Z’ 2=h =

limp, 0

. h’f“ J—
limy,_,o &—22== sg‘h L—0.



Capitolo 9

Funzioni elementari reali

9.1 Funzione esponenziale reale

1. Esercizio. Sia f : R — R,z — Z —; dire quanto vale lim,_, _, f(z).
n= 0

Risoluzione. Per ogni x € R si ha f(z ) = ¢e”; quindi si ha lim,_, o f(z) =0.
2. Esercizio. Determinare gli a € R tali che
xgrfoo exp((2a + 1)z) = +00 .
Risoluzione. Il limite & uguale a 400 se e solo se 2a + 1 > 0, cioe se e solo se
a>-—1.
3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. mS
(a) limg 400 Pt log(1 — %),
(

1+12 .

b) lim, 1 22 log 3“2,

)
(c) limg 4 o0 xlog 222 .
)

z%(1—cos z)—6z(z—sin z)

(d hmi_m sin z sh z log(1+x%)
Risoluzione.
(a) Siha QH log(1 — 7) 200 x(—%) = —m% — 100 0.
Quindi il limite & 0.
(b) Si ha
z?log éiii = 2?log(1 + iii —1) =2?log(1 + 71+§+7w3§m2) =

22 log(1 + 3;%) ~r s too x%%) = x2;—§ ~estoo —2.
Quindi si ha
1+ 22

li 2] =—
r—ElI-loox Og3+x2

81
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(¢) Siha
zlog 272 = rlog(1 + 272 — 1) = xlog(1 + 22=342) —
2log(l+ 57t ) ~poo 2(55) = 22~y oo — 1
Quindi si ha

lim xlog =-1.
T—+00 — X
(d) Siha
sinz shzlog(1 + o) ~, 0 5.
Si ha
cosx—l—?m + g72* + o(a?),
1—cosz = §x27iz +o( 4,
22%(1 — cosx) = 2% — ﬁx 6 4 o(x9),
sing =2 — tad + @x >+ o(x%),
x—sinz = za® — 207 +0(m5 )
6x(z — sinz) = z* — 552 + o(z9),
20%(1—cosz) — 6z (z —sinz) = —Hab + Lt +o(ab) = =526 4 o(2) =

— 3528 + 0(2%) ~py0 —a52°.
Si ha quindi
222 (1—cos ©)—6x(x—sin ) 1
sin z sh z log(1+x%) ~z—0 730"
Si ha quindi
222 (1—cos x)—6x(x—sinz) __ 1

limg o sin  sh z log(1+x%) — T30

4. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie:
> o
Ly +1°
n=0
Risoluzione. Si ha
2

2
log 2215’ = 10g(1 + nzi? - 1) log(l + 2+1) n—00 n%ﬂ ~n—oo -

Quindi la serie & convergente.

9.2 Potenze di esponente reale

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

a) limg . 4oo(5 +)
b
(c

xT
(4) T, o (32£2)

Risoluzione.

(
(

+1)$

hmx—>0+(

xr
lim, e (1)
3

)
)
)
)
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22 z2+1
(a) Siha (F57)7 = * 0T
2
Si ha limg 4 oo (2= ) = —o0.
Quindi il limite & 0.
x+1 xz+1

12+1

(b) Siha (¥ +1) v =e¢w o8
Si ha lim,_,o4 (2t log £ +1) +00.
Quindi il limite & +oo.

(c) Siha
(l)w _ ezlog%.
Si ha
limg s 400 wlog% = —o00.

Quindi si ha
limg s 400 (2)” = 0.
342

(d) Siha (SM)w = e 25

2x+3
Si ha
lim, . o xlog

342
2x+3

Quindi si ha lim,_, (SI‘LQ)J: = 0.

= —0OQ.

2x+3

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(a) limg—io0(

—1
(b) limg 400 (ﬁ)La

(C) limg 4 oo 22—2

Risoluzione.

; 2
(a) Siha (;zﬂ) =e = BT,
Si ha
(== *+11og foer}) ~p—too Tlog(1l + L +1 —-1)=
rlog(1 + z2_1) T—+00 ﬁ ~Nr—+too o ‘>m—>+oo 0.
Quindi il limite ¢ 1.

(b) Per x appartenente al dominio della funzione, si ha (£ )®
Si ha
zlog 1 = wlog(l + 2 — 1) =
€ 1Og(1 + 17311) ~r—+oo x% ~gstoo 2.
Quindi si ha
limg 4 o0 @ log 7+ ”‘1 = 2.
Quindi si ha

z+1 2

z log 255

lim e
T—r+00

I
Q)
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(C) Si ha
2
(fiii)w e _ @ et log =34
Si ha 2 |
(3;‘2 +x+1)log iztg = (3;‘2 +x+1)log(1+ iztg )=

(2% + 2 +1)log(1 + 575 — 1) ~Vaostoo T2 5255 ~astoo D-
Quindi si ha

2
3 +3 5
hmz—>+oo ( ;72 )

= €.

)m2+z+1

3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim,_o(sinz)®;
(b) lim,_,q z'o8(+2);

(C) limg 4 oo ( gt} ) I’

3

. log(14x2)—sinx
(d) lim,_,q eelte)—sina” Chz)_l )

Risoluzione.

(a) Si ha (sinz)® = e*°8sn®: s ha lim, ,oxlogsinz = lim,_ozlogz = 0;
quindi si ha lim, ,o(sinz)* = €® = 1.
(b) Per z appartenente al dominio della funzione, si ha z'°8(1+)
elog(ler) loga
Si ha
log(1+ z)logx ~p—oxlogz —, 0 0.
Quindi si ha
lim 2'°80F2) = ¢0 =1 |

z—0
(c¢) Siha
¥ vz
lim (\/54—1) = lim €" gﬂﬂ
T— 400 \/E —1 r— 400
Si ha
1 1
lim zzlog\/iJr = lim xlog 1+\/5+ -1 =
r—+00 \/E —1 T—400 \/E -1
. . 2 2x

Quindi si ha
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(d) Si ha log(1 + 23) ~4_s0 23, sinz3 ~0 23; quindi si ha

. log 1+23)—sin 2> . o(x?
lim,_,q % lim, o (mi) = 0.
pl

4. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie

oV
Zn2+1'

n=0

Risoluzione. Si ha % ~nsoo T\/'? = i%
n

9.3 Funzioni esponenziali di base a

1. Esercizio. Determinare ’estremo superiore e l’estremo inferiore in R della

seguente funzione:
1

f:R—>R,:v—><2)I.

Risoluzione. Si ha f(R) =]0, +o0o[; quindi si ha sup(f) = +oo, inf f = 0.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. 21000000 _ oz
a) limg 400 21000000 197 »

. 3 $—5w
(b limg 54 o0 327

)

)
(c) limy s yoo IOT;%
(d) limg_s oo (2t — 22)2%.

Risoluzione.

100000 _ o @
: T -2 -2
(a) Siha 1000001 o7 ~~z—+00 Bw — -1

Quindi il limite ¢ —1.

T

. . 3/r—5~ . _
(b) Siha limg— 4o ;/;W =lim; 400 53 = —00.
. . 2 3w . 3@
(C) Si ha hmm_>+oo loxgac%?)z = hmm_>+oo 3z — —1.

(d) Siha limg;_,_« (x4 - :132) 27 limg,_, _ o0 2427 = 0.
3. Esercizio. Dare un esempio di una funzione f (non dipendente da n) tale che

(Vn € N¥) 2" <posqo0 f(T) Kaorgo0 2735

motivare la risposta.
§)x. Per ogni n € N* si ha infatti

Risoluzione. Basta prendere f(z) = (3
2" <osto0 (3)” in quanto ogni potenza di esponente strettamente positivo &
trascurabile per x — +oo rispetto ad un esponenziale di base strettamente

maggiore di 1 e si ha (%)QE Koo 2% in quanto 3 < 1.
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4. Esercizio. Dare un esempio di una funzione f (non dipendente da a) tale che

(Va €]1, +00[) 2% <Kpstoo f(2) Kz 00 0 ;

motivare la risposta.

Risoluzione. Basta prendere f(r) = 5. Si ha infatti 2° <, _, 1 2% in quanto
5 < 6; per ogni @ > 1 si ha poi 2% <, ... a® in quanto ogni potenza di
esponente strettamente positivo € trascurabile per © — 400 rispetto ad un
esponenziale di base strettamente maggiore di 1.

9.4 Funzioni circolari

. Esercizio, Determinare cos

.I‘277'+1

o0
. Esercizio. Sia f : R — R,z — Z(—l)”i' dire quanto vale f(7%).

(2n+ 1)V

n=0

Risoluzione. Per ogni z € R si ha f(x) = sinx; quindi si ha f(5) =sin § = 1.

0 2n
. Esercizio. Sia f : R — R,z — Z(—l)"x—; che cosa si puo dire sulla
= (2n)!
convergenza di f(x) per z — +00?
Risoluzione. Per ogni z € R si ha f(z) = cosz; quindi non esiste

lim, 400 f(2).

2 o sapendo che tga = 3.

Risoluzione. Si ha

2 1 __1 _ 1
COS" Qv == 7524 = 199 — 10°

. Esercizio. Calcolare i seguenti limit:

(a) limyyop 7577

(b) limy o, 1 oo AH8LEL,

Risoluzione.

(a) Siha lim, o4 migszifz = lim, o4 %"L—; = lim, .oy 6% = +o00.

: : Arctg z+x . . 1
(b) Siha lim,— 40 ﬁ = limg 400 % = limg, 04 22 = 400.

. Esercizio. Determinare I'estremo superiore e l'estremo inferiore in R. della

seguente funzione:
fR— R,z — Arctgzx .

Risoluzione. Si ha f(R) =] — 7, [; quindi si ha sup(f) = 7, inf f = —

NE
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9.5 Funzioni elementari reali

1. Esercizio. Determinare il dominio naturale della seguente funzione

z—1
— Arcsiny/ 2~ |
f(z) resin g/~

Risoluzione. Il dominio naturale di f ¢ dato dalle soluzioni del sistema

41
—1
a3t 20

rz—1
—1<y /i <1

Il sistema € equivalente a

r<-lox=>1 {:1:<—10x21 . {m<—10x21
p— ,cioea s o1 ,ciota o1
mel z+1§1 z+1 1<0

{x<—1ox21 . {x<—10x21 . {x<—10x>1
a , cioe a , cio¢ a

L >0

—2
<0 z+1 =

. rx+1 —
cioe a x > 1.

Quindi si ha dom(f) = [1, 4o0].

x> —1

9.6 Massimi e minimi di funzioni

87

, cloe

)

1. Esercizio. Dire se la seguente funzione ammette massimo e minimo e in caso

affermativo determinarli:

f:00,1] — R,z — Arcsinz — z .

Risoluzione. Poiche f & continua e definita su un compatto, f ammette

massimo e minimo.

11 massimo ed il minimo di f sono raggiunti nei punti di ]0, 1] ove si annulla f’

osu {0,1}.
Sia x €]0,1[; si ha
fl(z) = ﬁ -1

la relazione f’(z) = 0 & equivalente a
1

L —1=0,cioea = =1,ciotal=+1-22 ciocal=1-2a2 cioea

11—z

Vit
= 0;
essendo z €]0, 1] si ha f'(x) # 0.
Quindi il massimo ed il minimo di f sono raggiunti su {0, 1}.
Si ha
f(0)=0, f(1)=35 -1
Quindi si ha max(f) = § — 1, min(f) = 0.
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2. Esercizio. Sia

f: [0, g} — R,z — sinx + 2cosx ;

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
(b) in caso affermativo, determinarli (risultato semplificato).

Risoluzione.

(a) Poiche f ¢ continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.
(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.
Sia x €]0, Z[; si ha
f'(x) =cosz —2sinz ;
Si ha f/(z) = 0 se e solo se cosz — 2sinz = 0, cioe se e solo se tgx = %,
cioe, essendo z €]0, 3|, se e solo se z = Arctg 3.
Si ha quindi
1 T
EcC<{Arctg-,0, — 7 .
o3
Si ha f(0) =2, f(3)=1.
Si ha f(Arctg 3) = sin Arctg 2 + 2 Arctg 1.
Essendo 0 < Arctg% < 5,si ha

. 1 tg Arctg 1 i i 1 V5
sin Arctg 5 = z_ =2 _=—2=>L_-2
&3 \/1+tg2 Arctg + Vi+d 2 5 5

1 1 1 2 2vV5

1 _
€ cos AI‘Ctg 2 \/1+tg2 Arctg 1 - Vit e V5 5
Si ha quindi f(Arctgi) = % + %\/5 = /5.
Quindi si ha max(f) = v/5, min(f) = 1.

3. Esercizio. Sia f: R* — R,z — sin ?123

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
(b) in caso affermativo determinarli.

Risoluzione. Posto g : R* — R, z — 712 eh:R— R, y —>siny, si ha
f = hog. Quindi si ha f(R*) = h(g(R*)) = h(]0,+00]) = [-1,1]. Quindi f
ammette massimo e minimo e si ha max(f) =1 e min(f) = —1.

. Esercizio. Sia

A={2%2x €] —00,0]};
dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; determinare ’estremo
superiore e l'estremo inferiore di A rispetto a R.

Risoluzione. Posto
fi]—00,0] — R,z — 27|

si ha A = f(] — 00,0]). Quindi si ha A =]0,1]. Quindi A ammette massimo e si
ha max(A) = 1; A non ammette minimo; si ha sup(A) = 1, inf(A) = 0.
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9.7 Equazioni reali

1. Esercizio. Assegnate le funzioni
(a) f:R— R,z — z+e€,
) f:R— R,z — €” +sinz,

dire se I’equazione di incognita x

flx) =0
ammette almeno una soluzione; in tal caso determinare a,b € R, con a < b tali
che nell’intervallo ]a, b[ vi sia almeno una soluzione dell’equazione.
Risoluzione.

(a) Siha f(0)=1>0e f(—1) = =1+ e~ < 0; per il teorema degli zeri di
una funzione continua, esiste x €] — 1,0[ tale che f(z) = 0.

(b) Siha f(0)=1>0e f(—%) =e % —1 < 0; per il teorema degli zeri di
una funzione continua, esiste x €] — 7,0] tale che f(z) = 0.

9.8 Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

2
: sin“x .
hmm—>+oo z

z—sinx .

hmm—>0 z2tgx

. xr+sinz .
hm$~>+oo 2x—cosx’

: log z+x
hmm‘hLOO sin x+2x?

: logz+shx ,
hmaf—""‘x’ Arctgxz—x’

)
)
)
)
)
f) lim, o m;
)
)
)
)

. logz+chaz |
hma:~>+00 e$+Arctg x

li 1000/% —log x|
1My — 400 00951 log @7

sin? rx—2+2coszx.

limg 0 Arctgz(z—sinz)’

3 xsinz+2cosz—2.
lim; 50 log?(1+sin? z)

Risoluzione.

. . in2 . . . N . . .
(a) Sihalimg, oo % = 0 in quanto la funzione sin? x & limitata e la funzione
x tende a +oo per  — 4o00.
23

. . _S. _ . —_ _
(b) Si ha lim, ¢ %3 tg‘f =lim, 0 5 =

1
6
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Si ha
ztsinz x 1
2r—cosT r—=+00 97 — 2
Quindi si ha
. T+sinz 1
lim —— = — .
z—0 2 — cosx 2

. . logz+ax __ 7 z _ 1
Si ha limg oo 5 T = limg 400 52 = 35-
Si ha
log z+sh z ~ she _  — — ~ _le”
Arctgz—x T g T T T—+00 T3y
Si ha quindi

. logz+shx _ 1. 1e®\
limg 4 oo Arctgz—z 11mm—>+oo(*§;) = —0oQ.
Si ha

3
z—shx ~ -5 _ _1
log(1+z)(chz—1) =0 $(%) - 3
Quindi si ha
r—shz 1

li =—c.
250 log(1 4 z)(chz—) 3

Si ha
logzfcha che _ 3¢7 _ 1
e?+Arctgx T HO0 ez T Tem T 2

Quindi si ha
logz +chz 1
x>0 e® — Arctga 2

Si ha

1 1
] 1000/ 1ng . 2 1000 — logx . 1000
lim ————— = lim ———— = lim T
T—+00 \/5 + log x T—+00 xT000 + log x x—+400 1 T000

8

Si ha
Arctgz(x — sinz) ~, 0 x%x
sinz = x — $2% 4 o(a?),
sin? = 22 — Lot 4 o(z?),
cosz =1— 52 + 572* + o(x?),
2cosz =2 —2? + Szt + o(z?),
sinz — 2 — 2cosz = 2% — tat =2+ 2—a2? + St + o(a?)
o(z?) ~po —1at,

1.4

sin® 2—242cos z ~ —aZ 3
Arctgz(z—sinz) =0 oo ™ 20

Quindi si ha

3_1.4
= 5%,

2x—242cosz 5

250 Arctgz(x —sinz) 2

sin

Si ha
log?(1 4 sin® ) ~p 0 (sin? )2 ~p 0 22

=1.
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Si ha

sinz =z — 2% + o(z?),

rsinz = 22 — Lzt +o(z?),
—q_1 1,4 4

cosx =1— 527+ 5;2° +o(z%),

(%)
2cosx =2 —a? + Sat + o(x?),
zsinz +2cosx —2=2a? — fxt +2 - 2? + 52t — 2+ o(a?) =
- %x‘l +o(z*) ~z 0 —%x‘l.
Quindi si ha

[N

1.4

zsinz42cosx—2 _ —i3® _ 1
log?(1+sin? z) =0 T T T 12

Quindi si ha

: zsinz+2cosx—2 _ 1

hma:*)o logZ(1+sin?z) 12°

9.9 Serie
1. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

(a) 2, snnen,
(b) Y02, i

n=1 n+Arctgn’

(c) >0, (\/gf sin \/%)
(d) 3252, &ysin
(€) Zoolyy/shy —

00 logn)™
(F) Yoo, eep,

pr
Risoluzione.
(a) Siha
sinn—n —n __ _l
n—)oo n2 -

n
Quindi la serie assegnata e divergente negativamente.

(b) Siha _novn_ ~nooo 5 = 1; quindi la serie ¢ divergente positivamente.

n+Arctgn

91

(¢) Siha \/7 — sin \/>~n_,oo 5( [)3 = -L . quindi la serie & convergente.
n2

(d) Si ha sin Lo ﬁ L= 3 ; quindi la serie ¢ convergente.

[ 1 11
e) Siha/shl -1~ 1L -1 1

Quindi la serie & convergente.
(f) Siha

! n 1 " !
lim \/7(0‘%?) — lim { (Og”) — lim 22" _¢.
n—oo en n— oo en n—oo el

Quindi per il criterio della radice, la serie & convergente.
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9.10 Derivabilita e derivate
1. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

(a) f(x) = 23 Arctg %;
(b) fla) = 2=,
(SC) __ log Arctg(5x)

f sin\/@ ’

(d) flz)= 10g cos Arcsin \/T

(e) f(zx)=

(f) f(z)= Arctg Vshz;

(g) f(x) = \/Arctg]og (Qm + bh]j);

(h) f(z)= (sm x)Arctee,

(i) f(z) =2%logzchu;

(j) f(z) = sinlog(a® + 1);

(k) f(x) = logs(z? tg3 ).
Risoluzione.

(a) Si ha 1

/ 2 1
f (Jf) =3z AI‘Ctg; + xBT(%)Z(—?) .

(b) Si ha f(x) = e®s*1°8; quindi si ha

, . 1
f(x) = ecs¥1o8% (_singlog x + cos:r;) .

(c) Siha
f(@) =
W@I)W5 sin v/log z — log Arctg(5x) cos v/log x2\/1log7x%
sin? v/log = '
(d) Siha
1 1 1 1 1
f'(r) = ———(—sin Arcsin \/>) (=) -
cos Arcsin \/g o1+ % 2\/5 r
(¢) Siha f(z) = e¥°8%; quindi si ha
, Lioes 2% — logx 11—logz
fi(x) =e="°8 =z .

2 2
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(f) Siha
L 1
Jlw) = 1+shz2yshz chr
(g) Siha
f'(x) =

1 1 x T
3{/(Arctg log? (27 +shx))2 Tror (e 2 108(27 + 50 ) 5 (27 log 2+ chx).

(h) Si ha f(x) = eAretezlogsinz, qyindi si ha

f(z) = eArctgzlogsinz +m2 logsinz + Arctg x4 cos m) =
(sina)Arets® (l°g ST + Arctg xg;;f;)

(i) Siha

f'(x) = 2%log2logxzchz + 2”1 chz + 2% logxshz.
(j) Siha f'(x) = coslog(z® + 1)x3+13m2.
(k) Siha

(@) = gz ogs (2018’ v+ ?3t8% 0 505,

2. Esercizio. Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni f reali di
variabile reale definite naturalmente; determinare l'insieme degli z € dom(f)
nei quali f e derivabile rispetto a R e in tali x calcolare la derivata rispetto a
R.

(a) f(z) = 2" Arctg /7
(b) f(z) = 3% Arcsin(logz + 1);

(¢) f(x) = /Arctga2.
Risoluzione.
(a) Siha dom(f) = [0, +oo].
Per z > 0 si ha
1

1
'(z) = 2% log 2 Arct 2% —.
f(x) = 27 log2 Avctg Vi + 2" 5o

Si ha lim, 0450 f/(z) = +00; quindi f & derivabile rispetto a R in 0 e

1'(0) =40
c e . . x>0 .
(b) Il dominio di f ¢ dato dagli x € R tali che { _1<logz+1<1’ cioe
. x>0 . . z >0 - .
tali che { 2 <logz <0’ cioe tali che { e2<r<] cioe tali che

e~2 < g < 1; si ha quindi

dom(f) = [e,1].
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Per z €]e™2,1[ si ha

1

1
\/1—(10gx+1)2;'

f'(x) = 3" log 3 Arcsin(log x + 1) + 3%

Si ha lim,_,.2 f'(x) = +o0; quindi f & derivabile rispetto a R in e™2 e
f(e72) = +cc.

Si ha lim,_,; f’(z) = +o0; quindi f & derivabile rispetto a Rin 1 e f/(1) =
+00.

(c) Sihadom(f)=R.
Per x € R, x # 0; f € derivabile in x e si ha

1 1 x

= 2z = .
6v/Arctg® 22 1 + o 3(1 4 24) V/Arctg® 22

Consideriamo la derivabilita di f in 0; si ha

f'(x)

T X
i e = = i = =
T O = e o) Vareg?  +0ibpo 3]
1 2
3 = 400 .

i
Quindi f & derivabile rispetto a R in 0 e f/(0) = +oo.
3. Esercizio. Calcolare la derivata della seguente funzione
f(z) = (Arctg ¥z) tg® x
in un punto = € dom(f), = # 0.
Risoluzione. Per x € dom(f), z # 0 si ha

. 1
tg® x + (Arctg ¢/7)2(tg ) —— .
cos? x

o1 1
T = e

9.11 Studio di funzione
1. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)
f(z) =2 — Arctgx .
Si chiede:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) dire se f ammette asintoti obliqui e, in caso affermativo, determinarli;
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(d) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(e) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f)=R.
(b) Siha lim,, o f(z) = —00, lim,;, o f(z) = +00.

(¢) Si ha limg— 40 @ = limg 100 % limy 4002 = 1 e
limg s oo f(2) =2 = limg 4 oo — Arctgz = —7; quindi f ammette asintoto
per x — +0o0 e la retta di equazione y = x — 3 ¢ l'asintoto.
Analogamente si vede che f ammette asintoto per x — —oo e che la retta
di equazione y = z + 5 ¢ l'asintoto.

(d) Siaz € R; si ha f'(x) =1-— 1+1w2 = 1'ﬁ1§1 = 1fx?5 si ha f'(z) >0see
solo se x # 0 e quindi f & strettamente crescente su | — 0o, 0] e su [0, +o0];

quindi f e strettamente crescente su tutto R; quindi di ha

M) ={R}, MO)=0 M(&)=0.

(e) Siaz € Rysiha f(x) = (1+2$)2; si ha quindi f”(z) > O perz > 0, f"(z) <
0 per z < 0; quindi f & strettamente convessa su [0, +oo], strettamente
concava su | — 00, 0]; quindi si ha

C(1) ={[0,+ocf}, C(})={]-00,0]} C(IT)=0.

2. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

Si chiede:
(a) determinare il dominio di f;

(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c¢) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);
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(d) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
1#0
(a) 11 dominio di f e dato dagli # € R tali che { g :i) , cioe tali che
x+1
x#£ -1 D . o
e -lox>1 , cioe tali che < —1 o & > 1. Si ha quindi

dom(f) =] — oo, —1[U]1, 4+o0[ .

(b) Si ha lim,— o f(z) = 0, lim;, 400 f(z) = 0, lim,—,_1 f(z) = o0,

lim, 1 f(z) = —o0.
(c) Sia z € dom(f); si ha
i rzHle+l—(x—-1) 2
f(x)_xfl (z+1)2 _x271>0'

Quindi f & strettamente crescente su | — oo, —1[ e su |1, +o00[. Si ha quindi

(d) Sia x € dom(f); si ha
neoN 4z
f(‘r)*i(xg_l)g'

Si ha f”(x) = 0 se e solo se x = 0, quindi mai; si ha f”(z) > 0 se e solo
se < 0, quindi se e solo se x < —1; si ha f”(z) < 0 se e solo se z > 0,

quindi se e solo se z > 1. Quindi f & strettamente convessa su | — oo, —1],
strettamente concava su |1, +o00[. Quindi si ha

CM ={l-o0, -1}, CH=0  C{)={]1,+oo[}.

3. Esercizio. Studiare la seguente funzione

flz) = eFTT

rispondendo alle seguenti domande:
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(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Studiare la derivabilita di f in 1;
(e) Determinato il prolungamento continuo di f[]0,2[ a [0,2], se ne studi la
derivabilita rispetto a R in 0 e 2;
(f) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.
(a) II dominio di f ¢ dato dagli x € R tali che |x — 1] — 1 # 0, cioe tali che
|x—1] #1, ciod taliche z—1 # 1 ex—1# —1, cioe tali che x # 2 e x # 0.
Si ha quindi
dom(f) =] — o0, 0[U]0, 2[U]2, +00] .
(b) Si ha limg_oo f(2) = 1, imyi0o f(x) = 1, limgo- f(z) = +o0,
lim, 04+ f(z) =0. limz—o— f(x) =0, lim, o4 f(x) = +o00.
(c) Sia x € dom(f).
Si ha

Per £ > 1 si ha

Quindi f & strettamente decrescente su [1,2[ e su ]2, +o0].
Per x < 1si ha 1
2

fll@)=e*=)>0.

T

Quindi f ¢ strettamente crescente su | — oo, 0[ e su ]0, 1].
Si ha quindi

M(/‘):{]_OQO[’]Ovl]}’ M(H)Z@,
M\ = {[1,2[,]2, o0} .

(d) Si ha limg 14 251 f'(z) = —e™!; quindi f ¢ derivabile da destra in 1 e si
ha f1 (1) = —e™'.
Si ha lim,,1— 4«1 f'(z) = e71; quindi f & derivabile da sinistra in 1 e si
ha f/ (1) =e L
Poiche f) (1) # (1), f non & derivabile in 1.
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(e) Tl prolungamento continuo di f]]0,2[ a [0,2] & la funzione

f €1]0,2
g:10,2] — R,z *){ Q(x) gzie]{o,g}

Si ha

lim, _0.2€0,21 9 (%) = limy 0,250 f'(z) =

limy, 0,250 e~ ?12 = limy eYy? = 0.

Quindi g & derivabile in 0 e si ha ¢’(0) = 0.

Si ha

lim, 2 2e0,21 9" (%) = limy 0 2<0 f/(2) =

. 1 .

limg, 0,072 (—ﬁ) = llmy%_oo(—eyyz) =0.

Quindi g & derivabile in 2 e si ha ¢'(2) = 0.
(f) Sia z € dom(f).

Per z > 1 si ha

1 1

" — 73 (— 2 e

ﬁ2($72) _
(z—2)*
1 14+2x—4 1 2z -3

z—2 ——  _ —ez—2 —
Tyt T @y

Siha f”(z) = 0se esolose x = 2; si ha f(z) > 0 se e solo se > ; si ha

f"(z) < 0seesolosex < 3. Quindi f & strettamente convessa su [2,2[ e
su ]2, +ool, strettamente concava su [1, 3].

Per z < 1 si ha

1 2x 1—2x
f/'(x):efll'ﬁ+e*%?:e*% .

Si ha f”(z) = 0 se e solo se x = %; si ha f”(z) > 0 se e solo se z < %;
si ha f”(x) < 0 se e solo se # > 3. Quindi f ¢ strettamente convessa su
] — 00,0 e su ]0, 3], strettamente concava su [3,1].

Poiche f ¢ strettamente concava su [3,1] e su [1, 3] e poiche f7 (1) < f.(1),
f & strettamente concava su [1, 2].

272
Quindi si ha

1, .3
C(T) = {] - 0070[7]07 2} ) [572[7]27"‘00[} )
3
cy=0  cl)={l;30
Per tracciare il grafico di f teniamo conto che f(1) = e~ ~ .37, % =.5, % = 1.5,

F(E)=f(E)=e?2~.14. Siha

2 2
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4. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(x): V‘r_le_z7
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;

(b) calcolare i limiti o i valori di f nei punti frontiera del dominio;

99

(c) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &

strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);
(d) studiare la derivabilita di f rispetto a R in 1;

(e) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &

strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
(a) Siha dom(f) = [1,+o0].

(b) Si ha f(1) = 0, limgosioof(z) = limg,joova—1e ™
limg s 4 o0 v/xe™® = 0.

(c) Sia z €]1, 4+o00[; si ha
flx) = sA=e ™ + Ve—Tle (1) = e* (2 L —\/ﬁ)

rz—1
e 1-2(z—1) — e ® 1-2z+42 _ e~ T 3—2x
2z —1 2v/zx—1 2v/x—1

Si ha f/(xz) = 0 se e solo se 3 — 2z = 0, cioe se e solo se 2z = 3, cioe
e solo se x = % Si ha f'(z) > 0 se e solo se 3 — 2z > 0, cioe se e solo
2¢ < 3, cioe se e solo se z < 3. Si ha f(z) < 0 se e solo se z > 2.
quindi f & strettamente crescente su [1, %], strettamente decrescente
[57 +OO[

su
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Si ha quindi

(d) Siha

lim,_, yva—le™® _

e R e
Quindi f & derivabile rispetto ad R in 1 e si ha f/(1) = +oc.

(e) Sia z €]1,400]; si ha

) = =5t 3 T
. (_ 3-20 —4(x—1)—3+2:v> _
2 Vr—1 2(z—1)vz—1

e ® (2m—3 + —4m+4—3+2:1:) _
2 Vr—1 2(z—1)v/z—1
e % 2(x—1)(2z—3)—2z+1 __
2 2(z—1)vz—1 -
e " 4z’ —6a—4x+6—2a+1 _
2 2e—1)vr 1
e~ ® 4z%2—122+7

"2 2(z—1)vo—1"

Si ha f”(x) = 0 se e solo se 4z2 — 12z + 7 = 0, cioe se e solo se

_ 6443628 _ _ 6+v8 __ 3+V2
= i == T= 2

ciog, essendo x > 1, se e solo se © = % Si ha f”(z) > 0 se e solo se
402 — 122 4+7 >0, cioéeesolosex<3%ﬁox> 3+T‘/i,cio\eseesolose
x>3+T\/§. Sihaf”(x)<Oseesolose1<a:<3+7ﬂ.

Quindi f e strettamente convessa su [3+T‘/§, +00], strettamente concava su
[1, 352].

Quindi si ha

Per disegnare il grafico osserviamo che % = 1.5, f(%) = Lez 15, 32

221, f(3H2 ~ 12,
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5. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(a) =log|z| —a* +1,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo; in caso affermativo
determinarli;

(e) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
(a) Si ha dom(f)=R"*.
(b) Si ha lim;_04 f(x) = —o0, limy_o— f(z) = —o0, limz— 100 f(z) = —00,
limg o f(z) = —00.

(c) Siaxz € R*;siha f/(z) = 1 — 2z

. . A\ —_ 2
Si ha f’(z) = 0 se e solo se 1 — 2z = 0, cioe se e solo se =2

= 0, cioe
se e solo se 1 — 222 = 0, cioéseesolosex*:tﬁ Sihal-2z2>0se
esolose—£<m< f Quindi si ha f/(z) > 0 se e solo se x < — ‘[
O<x<%ef( )<Oseesolose—%<x<00x>£

, \2[] esu]0, ‘[] f & strettamente
decrescente su [— f O[esu [f +ool. Si ha quindi

M) ={] - ,211 L2}, M(—) =0,
M) = {[- L2 Hf, +ool}.

Quindi f & strettamente crescente su |—oo
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(d) Si ha f(R*) =] — 00, 3(1 —log2)]. Quindi f ammette massimo e si ha
max(f) = (1 —log2); f non ammette minimo.

(e) Siaz € R*;si ha f(z) = -4 —2 <0.
Quindi f & strettamente concava su | — 00, 0[ e su |0, +o0o|. Si ha quindi

C(t) = 0)0, 2]}, ¢(3) = 0, €(}) = {] — 00,0[, 10, +00[}.

2 -2

Siha 2 ~ 71, f (i@) =141 log2) ~.15.
A

6. Esercizio. Studiare la seguente funzione
flz) =a"log’z
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) determinato il prolungamento continuo di f a [0, +o0cl, studiarne la deri-
vabilita rispetto a R in 0;

(e) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =]0, +oo].
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Si ha lim, 4o f(2) = 400, lim,_ f(z) = 0.

Sia x €]0, +o0[; si ha
f'(x) = 42 log®  + 32* log? rl =423 log® z + 323 log® 2 =
23 log? x(4log x + 3).

Si ha f'(x) = 0 se e solo se logz = 0 o 4logz + 3 = 0, cioe se e solo se
f%,cioéseesoloseleox:e*%. Siha f'(x) >0
seesolosee @ <z <loxz>1 Sihaf/(z)<Oseesolose)<z<e

logz =00 logx =

_3
4-

Quindi f ¢ strettamente crescente su [e’%,l]esu[lﬁroo[ e quindi su
[e7%,400[; f ¢ strettamente decrescente su J0,e~%]. Si ha quindi
M) = {le %, +oo[}, M(=) =0,

3

M) = {]0,e7 3]}

11 prolungamento continuo di f a [0,4o00[ & la funzione
ztlog®x per x>0

g.[0,+oo[—>R,x—>{O perz =0 °

Si ha

lim, o f/(x) = lim,_,0 (423 log® 2 4 323 log? ) = 0.

Quindi g & derivabile in 0 e si ha ¢’(0) = 0.
Sia x €]0, +o0[; si ha
f"(x) = 1222 1og® & + 122° log? x% + 922 log? 4 623 log a:%

1222 log® 2 + 1222 log® & + 922 log® © + 622 logz =
3z2logz(4log® z + Tlog x + 2).

Si ha f”(z) = 0 se e solo se logz = 0 0 4log? 2 + Tlogx + 2 = 0, cioe se e

T —r-vi7
soloselogszologw:%,moeseesolosex:lox:e 8
—7+V17 . —7—V17 —74+V17
x=e 5 .Siha f’(z) >0seesolosee” 5 <zx<e s oxz>1l
. —7—V17 —7+VIT
Siha f’(x) <0Oseesolose 0 <z <e s oe s <z<lL
P N —7=VAT 74T N
Quindi f & strettamente convessa su [e— 5 ,e~ 5 e su [l,4o0[; f &
7— —7+VI7

—7-V17 . o1
strettamente concava su ]0,e 5] esu e 5, 1]. Si ha quindi

c(r) {[e%ﬁ,ew} , [1,+oo[}7
(1) =0,
el = {}o,e”%m} , [e*”sm, 1} }

Siha f(0) =1, et~ AT, f (e_%) =e3 (—%)3 = —%16_3 ~ =02, e &
25, f (e”%ﬁ> ~ 01, e ~ 70, f (e‘”'sm) ~ —.0L.
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7. Esercizio. Studiare la seguente funzione
fx) = (22 — 1)l
rispondendo alle seguenti domande:

(a) (p. .1*) determinare il dominio di f;
(b) (p. 0.9*) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) (p. 4%) studiare la monotonia di f determinando gli insiemi M (), M(\),

M(=);
(d) (p. 1*) studiare la derivabilita rispetto a R di f in —3;
(e) (p. 3*) studiare la convessita di f determinando gli gli insiemi C(1), C({),

c®-
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Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a)
(b)
()

Si ha dom(f) = R.
Si ha lim, 4 oo f(2) = 400, lim,_, o f(2) = +o0.
Si ha

[ (22% = 1)e** ™! per x
fz) = { (222 —1)e ?*"1 perx

Supponiamo z > —%. Si ha
f(z) = dwe?*+1 4+ (222 — 1)@t . 2 = 220+ (222 + 22 — 1).

Si ha f/(z) = 0 se e solo se 222 4+ 2z — 1 = 0, cioe se e solo se x = _1?/5,
—1+v3
o

cioe, essendo x > —% se e solo se x =

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 222 + 2z — 1 > 0, cioe se e solo se x < _15\/5
—1+v3 —1+v3
2 7 -

ozxr > , cioe, essendo x > —%, se e solo se xz >

Si ha f’(x) < 0 se e solo se *%<x<_1%\/§,

—14+v3

Si ha quindi f strettamente crescente su [
decrescente su [—1 71%‘/5]

)

,+oo[ e F strettamente

Supponiamo = < —%. Si ha
f(z) =dwe™ 271 4 (222 — 1)e 2271 . (=2) = —2e 227 1(222 — 22 — 1).

1+v3

Si ha f'(z) = 0 se e solo se 22% — 2z — 1 = 0, ciod se e solo se & = 52,

cioe, essendo = < f% mai.

Si ha f'(x) > 0 se e solo se 222 + 2z — 1 < 0, cioe se e solo se 152 <z <

1+v3
2

, cioe, essendo x < f% mai.
: / : 1
Si ha f'(x) < 0 per ogni z < —3.

Quindi f ¢ strettamente decrescente su ] — oo, —1].
Essendo f strettamente decrescente su | — oo, —3] e su [—3 SEEINE
strettamente decrescente su | — oo, %ﬂ]

Si ha quindi

M) = {[Z9E8 ool ), M(=) =0, MO\ = {] = oo, =43 |

Si ha

hmx—>—%+,x>—% fl(x) = hmx—>—%+,x>—% 26214_1(332 +2x—1)=-3.
Quindi f ¢ derivabile da destra in f% e f_’F(—%) = —3.

Si ha

lim, , 1 ey flla)=lim, 1y 0 1 —2e72 M2 — 22— 1) = —1L
Quindi f & derivabile da sinistra in —% e fL(—%) = —1.

Essendo f}(—3) # f_(—%), f non & derivabile in —1

bR
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Si ha e~ 2.72, =4Y3 ~ 037, f(F1E8) ~ —4.14, L ~
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(¢) Supponiamo z > —1%. Si ha

' (x) =2((4x + 2)e?® T + (222 + 22 — 1)e2eHL . 2) =

42122 + 1 + 222 + 22 — 1) = 4e?*+1(222 + 4x) = 8e2* 1 (22 + 27).

Si ha f”(x) = 0 se e solo se 22 + 22 = 0, cioe se e solo se x =0 0 . = —2,
cioe, essendo x > —% se e solo se z = 0.

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 22 + 22 > 0, cioe se e solo se x < —2 0 = > 0,
cioe, essendo x > —%, se e solo se x > 0.

Siha f”(z) < 0 se e solose —32 <z <O0.

Si ha quindi f strettamente convessa su [0, +00] e F strettamente concava
su [—3,0].

Supponiamo x < f%. Si ha

f'(z) = —2((4z — 2)e= 2= + (222 — 2z — 1)e 2271 . (=2)) =

de 22 (20414222 — 22— 1) = 4de 2271 (222 — 42) = 8e =221 (2% — 22).
Si ha f”(z) = 0 se e solo se #2 — 2z = 0, cio¢ se e solo se z = 0 0 z = 2,
cioe, essendo z < —% mai.

Si ha f/(x) > 0 se e solo se x2 — 2z > 0, cio¢ se e solo se z < 0 0 & > —2,
ciog, essendo © < —1%, sempre.

Si ha f”(z) < 0 mai.

Quindi f Strettamente convessa su | — oo, —1]
Si ha quindi

C(T) = {] — 00, _%1]» [07 +OO[}7 C(D = @, C(\L

S~—
Il
=] —~
|
. =
=
—

A

8. Esercizio. Studiare la seguente funzione

f@)=(1-a)e ==,

rispondendo alle seguenti domande:

(a) (p. .1*) determinare il dominio di f;
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(b) (p. 1.9%) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) (p. 3*) dire se f ammette asintoti in +00 e in —oo e in caso affermativo

determinarli;

(d) (p. 3*) studiare la monotonia di f determinando gli insiemi M (), M(\),
M(=);

(e) (p- 1*) determinare il prolungamento continuo di f|] —2,+oc[ in —2 e

studiarne la derivabilita rispetto a R in —2;

(f) (p. 3*) studiare la convessitadi f determinando gli gli insiemi C(1), C({),

c-

Disegnare approssimativamente il grafico di f. Per disegnare il grafico di
f si puo tenere conto delle seguenti approssimazioni f(0) ~ 0.61, _5%‘/@ ~
—4.30, f(=35/13) ~ 8.19, =513 ~ (.70, f(=5EV13) ~ 0.79, — L ~ —1.57,
f(=) ~0.25.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f)=R-{-2}.
(b) Si ha lim, 4o f(z) = —o00, lim,; o f(z) = 400, lim,—, o4 f(z) = 0,
lim, o f(z) = +o0,
(c) Siha f(2)~p—s400 —; si ha
lim, oo (f(2) + 2) = limy 400 (1 — x)e*ﬁ + ).
Per y — 0 si ha
e =14+y+o(y).
Quindi per x — +o0 si ha
e T =1 p%z +o(2).
Si ha quindi

lim ((1 —x)e” T 4 3:) =

r—+o0

Jm ((—x +1) (1 - 2%3 + 0(91:)) + x) =

lim (—IE+$+O(1)+1+.’L‘)= lim ($+O(1)+1):2.
x—+00 24z z—+oo \ 2+

Quindi f ammette asintoto per z — +o0o e 'asintoto e la retta
y=—-xc+2.

Procedendo nello stesso modo, si vede che f ammette asintoto per x — —oo
e che l'asintoto ¢ la retta

y=—x+2.
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(d) Per ogni z € dom(f) si ha

1 1 1 1 1—=x
Py == (e e = (g 1) =
_ 1 2?24+ 52 +3
—e 2tz ——
(24 2)?

—54+13
EY2s,
Si ha f/(x) > 0 se e solo se x? + 5z + 3 < 0, cioe se e solo se *5*2\/ﬁ <z <
—5+V13
R

Si ha f’(z) = 0 se e solo se 2% + 5x + 3 = 0, cioe se e solo se =

Sihaf’(a?)<OSeesolosex<—5—Tmox>—5+T\/ﬁ.
Si ha quindi f e strettamente crescente su [_5_2\/§7 —2[esu]—2, —5%\/5]
f & strettamente decrescente su | — oo, —5—2@] e su [—5-5-2\/ﬁ7 +oo.

Si ha quindi

bl

M) = {[‘5‘2*@,—2[, 1—25“/@} ,

M(=)=0.
—5 13, —5+13 +OO[}

M(\){]OO, 9 ]7[ 9

(e) 11 prolungamento continuo di f|] — 2, 4+o0[ in 2 & la funzione

f(z) perz€]—2,+00

g:[-2,4+o0[— R,z — { 0 per o — —2

Si ha
2
lim ¢'(z)= lim e LTI TY Tor 3y
T—2.2A-2 T2, 2A—2 (2+x)?
. 1\,
lim —e 7= (— ) (x*+52+3) ] .
T——2,x£—2 2—x
Si ha
1 e Ly’ li Vy?) =0
Lm e (g2g) ) = o)
e

lim (2 +52+3)=-3.

r——2,x£—2

Si ha quindi
lim  ¢'(z)=0(-3)=0.

r——2,x£—2

Quindi g & derivabile in —2 e ¢’(—2) = 0.
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(f) Per ogni x € dom(f) si ha

1 22 +5x+3
(2+2)? (2+2)?

f%m——(e#w

L (22 +5)(2+ )% — 2(2 + x)(2? +5m+3)>
@+

_ﬁxQ—|—5x+3—|—(2x+5)(4—|—4x—|—x2)—(4—|—2x)(3:2—|—5a:—|—3)
(2+x)*

_ 1
—e 24w

22 + 52 4+ 3+ 8z + 822 + 223 + 20 + 20z + 5a? — 422 — 20z — 12 — 222 — 1022 — 62

(2 +2)*
1 Tx+11
=—e T
(2 +2)t
Si ha f”(z) = 0 se e solo se Tz + 11 = 0, cioe se e solo se z = — 1.
11

Si ha f'(x) > 0 se e solo se 7z + 11 < 0, cioe se e solo se x < —=.

- 11
Si ha f”(x) < 0 se e solo se x > —=.

Quindi f strettamente convessa su ] —oco. —2[ e su | — 2, — L], f & stretta-

mente concava su [—+, +o0l.

Si ha quindi

C(i) =0,
11
e ={1- 7+l
Si ha f(0) = L ~0.61, =25Y1 ~ —4.30, =541 ~ (.70,
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Capitolo 10

Argomento di un numero
complesso

10.1 Argomento di un numero complesso

1. Esercizio. Trovare un argomento di ciascuno dei seguenti numeri complessi
(a) —1 — /3,
esprimendolo senza 1'uso di funzioni trascendenti.
Risoluzione.

(a) Siha|—1—+/3i =2.
Si ha —1 — v/3i = 2 (—% — ?z), il numero reale 6 € un argomento di

—1 — /3i se e solo se cosf = f% e sinf = fg; quindi se e solo se
0= —%77 + 2km.

. N . O . o 2
Si puo quindi scegliere 6 = —Z.

(b) Siha|—+3—i =2
Siha —v/3—i=2 (—@ - %z) =2 (cos (—%W) + 7 sin (—%w))
Quindi si ha — 27 € arg(—v/3 — ).
2. Esercizio. Trovare un numero complesso z tale che 2 sia un argomento di z.

Risoluzione. Si pud prendere z = 2.

10.2 Radici complesse

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse, esprimendo le soluzioni
senza 'uso di funzioni trascendenti:

111
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(a) 23 = —27i;
(b) 22 = —27;
(c) 2% = —644;
(d) 2% =3 +1;
(e) 2% = 204;
(f) 22 = -3 +i.
Risoluzione.
(a) Siha |—27i] =27, 37 € arg(—27i). Siha V27 =3¢ 337 = Jm
A
Zl%ﬁ@
Si ha quindi
20 = 37,,
2 =8 — i) = —3vB - i
2 =33 2i.
(b) Siha | —27| =27, © € arg(—27). Si ha /27 = 3.
y
0
LT
Si ha quindi
20 = 3(3 4+ v/32i) = 3 + 23,
21 = _35
2o =3 — 3\/3i.
(c) Siha |—64i| =64, 37 € arg(—64i). Siha V64 =2¢ ;3m = 1m.

Si ha quindi

2= 2e(ETHM)i = 9(EHRE)  k=0,1,2,3,4,5.
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Si ha quindi

4

29 = 2(cos § +isin ) = 2
21 = 2(cos(§ + §) +isin(

208 = i + ) =
2y = 2(cos(§ +2%) +isin(§ +2%)) =

2F(5) PR HCP(D) + P ) =2 F - L +i(—E+ ) =
B LG

Z3 = — 2—\/57;,

a= P HiF )

(d) Siha |v3+i| =]vV3+1=v4=2.
Siha v3+i=2(%4 + §i.
Se t € R, si ha t € arg(v/3;) se e solo se

{ cost = V3

S

Si puo scegliere t = ¢.
Si ha quindi

=B (con (37) +isin (37)) = 22 (B 40 5PE )
va(VERE 458 ) va (558 4555 )
e (VS ) = (558

L’insieme delle soluzioni dell’equazione € quindi

\/2+\/§ _\/2\/5 \/2+\/§ _\/2\/??
5 +1 5 , — B —1 5 .

(e) Siha [20i] =20 e § € arg(207).
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Si ha z, = v20e/(5++%5) = /20(cos(Z + k%) + isin(Z + k%)), per un
k=0,1,2,3.

A

20

V20

22

3

Si ha
zo = V20(cos § +isin %) = v 20(cos (3%) +isin %%

420(\/1+c5)52 +Z\/l cos2 o /1+\f2+l [1-%

@(\/ﬁ -\/2—7).
o = V(- V2V V2,
2o = V20(— \/T @)7
= PR
(f) Siha|—+V3+i|=2.
Siha —v3+i=2(-% +1i).
Set € R si hat € arg(—+/3 + 1) se e solo se

—_ V3
{ ;Orftt: 1 2 ;siha quindi 57 e arg(—V3+1).

2
Si ha quindi

z=+V2 <cos(z7r) + isin(zw)) -

+v2 (COS(% - ﬁ) + zsm(g - %)) +v2 (smﬁ +icos ﬁ)) =

i\/ﬁ<\/l—cosg+i\/l+cosg)
2 2
1- 3 14+ 3 2 2
+v2 \/ 22 +z‘\/ +22 =42 \/ 4\/?;4-1' +4\/§ =




10.2. RADICI COMPLESSE 115

N \/2—\/§+Z_\/2+\/§
2 2

2. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse:

(a) 2% = —1—+/3i;
(b) 2% =—v3—i;
(c) 23 =17 - 3i;

(d) 23 =5 —4i;

(e) 2* = —5+ 3i;
(f) 22 = =5+ Ti;
(g) 22 =¢e

(h) 23 +iz2=0
Risoluzione.

(a) Siha|—1—+3i|=2e —2r € arg(—1 — v/3i); quindi si ha
7%+21m

z2=+2e"35  perunk=0,1,2.
(b) Siha | —+/3—i|=2;siha
—VB—i=2(—% - Li);
il numero reale ¢ € un argomento di —v/3 — i se e solo se
{ cost = —@ .

. _ 1 ’
sint = 5

si puo scegliere t = %7‘[‘; quindi si ha
7
Tr+2km

z=v2¢"5 , perun k =0,1,2,3,4.
(c) Siha|7—3i| =+58e — Arctg% € arg(7 — 3i); quindi si ha

—i Arctg %+2k7r

z = v/58e 3 , k=0,1,2.

(d) Siha |5 —4i| = /25 +16 = V41 e — Arctg 2 € arg(5 — 4i); quindi si ha
— Arctg %+2k:7r . — Arctg 4 4 2kn |
z=vVale 3 =4 416%2, perun k =0,1,2.
(e) Siha|—5+3i] =34 e —Arctg 2 + 7 € arg(5 + 3i); quindi si ha

. — Arctg %+w+2k7‘r

2z = V/34é 1 ,perun k=0,1,2,3.

(f) Siha | —5+7i| =74, — Arctg I + 7 € arg(—5 + 7i); quindi si ha

— Arctg %+7r

2=4+VTde =z ¢,



116 CAPITOLO 10. ARGOMENTO DI UN NUMERO COMPLESSO
(g) Siha|ef|=1e 1€ arg(l); quindi si ha

1, 1
z=te2' = :I:(cosi + isin 5)

(h) Siha z3+iz = 0 se e solo se z(22+1i) = 0, cioe se e solo se z = 0 0 2% +i=0),
cioe se e solo se 2 = 0 0 2% = —i.
Una soluzione ¢ z = 0; le altre sono le soluzioni di 22 = —i.
. I 1 .
Siha|—i|=1e —57m € arg(—i).

A

<
NIDY,

Quindi le soluzioni di 22 = —i sono
z= :I:(§ - @z)

Le soluzioni dell’equazione data sono quindi 0, %= — %24, —%5= + %=21).

3. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse esprimendo le soluzioni
per radicali, cioe senza 1'uso di funzioni trascendenti:

(a) 22 —32—4i=0;
(b) 22 -5z —1=0;
(c) 22 —2iz+4=0.
Risoluzione.
(a) 11 polinomio p(z) = 22 — 3z — 4i ha discriminante A tale che % =1+ 4.
Troviamo le radici quadrate di 1 + 4i.
Si ha |1 — 4i| = V17 e Arccos W € arg(1l + 49).

Le radici di 1 + 4¢ sono quindi
+v17 (cos ( Arccos f) + 7 sin ( Arccos

7r)) =
" W( \/ 1+c05ArCC05 = v \/1 cos Arccos —— >
if(¢vﬁﬂ¢ ) ﬂfwf’ﬂ\gﬁ:

= (VO AR,
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Si ha quindi z =1 + (\/\/i-ﬁ—l +i\/\/§—1>,
Le soluzioni dell’equazione sono quindi

= VITHL | [ VAT-1
z=1+ \/ 5+ Z\/ 2

:1—\/@“—@'\/@*1.

(b) Tl polinomio p(z) = 2% — 5z — i ha discriminante A = 25 + 4i.

Troviamo le radici quadrate di 25 + 44.

Si ha |1 — 4i] = /641 e Arccos \/7 € arg(25 + 4i).

Le radici di 25 4 44 sono quindi

++/641 (cos ( Arccos \/QGT) + isin ( Arccos \/26%)) =

iM(\/l-ﬂ:osArccosm +i\/1 COEAZC%@
= O (V4 ) =T (R ) -
+ (\/@HsJﬂ\/@%).

Si ha quindi z = % <5:|: <\/@+25 +i\/@_25)>.

Le soluzioni dell’equazione sono quindi
5, 1, /641425 | i /+/641—25
+3 2 T3 2

2

[ IO

1. /641425 i [//641-25
2 2 2 2

I
Nt

(¢) Il polinomio p(z) = 22 — 2iz + 4 ha discriminante A tale che § = —1—4 =
—5.
Le radici quadrate di —5 sono +/5i.
Si ha quindi z = i + v/5i.
Le soluzioni dell’equazione sono quindi

z=(1+/5i) e z= (1 —/5)i.
10.3 Logaritmi complessi

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse:

(a) e =2 — Ti;
(b) e* = =3
(c) e* =5e 3

Risoluzione.
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(a) Siha [2—7i] =+4+49 = /53 e — Arctg % € arg(2 — 7i)); quindi si ha

z =log V53 + i(— Arctg % + 2km) per un k € Z.
(b) Siha|—3|=3enw € arg(—3)); quindi si ha
z =log3 +i(m + 2kw) =log 3 + (1 + 2k)7i per un k € Z.

(c) Siha [5e73| =5 e = 3 € arg(5e~3%)); quindi si ha
z =logh +i(—3 4 2km) per un k € Z.

2. Esercizio. Risolvere la seguente equazione complessa:

sinz =2.

Risoluzione. L’equazione e equivalente a
PR——

2

1z

€

=2, cioe a

e — e ¥ =44, cioe a

e — 45 — e =, cioe a

e — 4ie?* —1=0.

Poniamo w = e**; I’equazione diventa
w? — 4iw — 1= 0.

1 discriminante A del polinomio w? — 4w — 1 ¢ tale che § = —5.

Le radici quadrate di —5 sono #1/5i. Le soluzione dell’equazione w?—4iw—1 = 0

sono quindi w = 2i + v/5i = (2 + V/5)i.

Supponiamo w = (2 + v/5)i; si ha

e = (24 V5)i.

Siha |[(24 V5)i =2+ V5 e I € arg((2+ v/5)i); si ha quindi
iz = log(2 +V/5) + i(5 4 2k, per un k € Z;

quindi

z =2+ 2km —log(2 + V/5)i, per un k € Z.

Supponiamo w = (2 — v/5)i; si ha

e = (2 — V/b)i.

Siha |[(2—+5)i=V5—2e —Z € arg((2 — V/5)i); si ha quindi
iz =log(v/5 — 2) +i(—Z + 2k, per un k € Z;

quindi

z=—5 +2km — log(v/5 — 2)i, per un k € Z.

L’insieme delle soluzione dell’equazione € quindi

{5 + 2% —log(2+ VB)is ke ZpU{~T + 2kr —log(v5 - 2)i sk € Z} .



Capitolo 11

Primitive ed integrali

11.1 Integrali di base

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

a) fol(\/T+2shx+4 37— 2 )dx

b) J; (s +2cha +4-5° - 1) du.
Risoluzione.
(a) Siha
I (%”SMHW—COSZ )dx
1
(3 Argsha+2cha + 4125 — 3tgr}0
3Argsh1+20h1+log3—3thl 2 —
3A1rgsh1—|—2ch1—i—logd 3thl—2.
(b) Si ha
f23(\/7+20hx+4 5I—ﬁ) dr =

3
[3Argchx+2shx+45—73log|z+1\] =
3Argeh3 +2sh3 + 220 — 3log4 — 3 Argch2 — 2sh 2 — 1% 4 3log3 =

log 5
3 Argch3 — 3 Argch2 +2sh3 — 2sh2 + 3log § + 0%

11.2 Integrali immediati

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:
a) fol V2 + 1dx;

119
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(b) fol 224/323 + 2dx;

© Jo Vit de

(d) f? de;

(¢) J} & da

() fo xsin 22 du;

(g) fo 22 sin 2® dx;

(h) fo ze=" da;
)
)
(k)

(1 fl sinx cosx dSU

0 1+4sin?zx
1 z
() [y S da
fo e de.
Risoluzione.
(a) Siha
571
fol xva? 4+ lde = %fol(zQ +1)2(22) do = i {(124‘;1)2} =1(2v2-1).
2
0
(b) Siha

3 1
Jy 22V3a3 1 2da = L [(32° 4+ 2)3 (922) dar = 3 {(3””33*2)2} = 2(5% -
2t) = 2(5v5 - 2/2).

(¢) Siha
L1
I %du@ = [J@2+a+3) 32z +1)de = [“”*5)} =
2 0
2 [\/z2—|—m+ (\[ \[)
(d) Siha
113
foS iz 4t = %fog(SUQ +2)7%(22)de = & {(x 22)2}0 = V11 -v2.
(e) Si ha
e¢ 2 1 1 i 2 1
fl Crdr=— [ e (—zz)dx = [ewL =—(e2 —e) =e— /e
(f) Siha
folxsina:Q dr = %fol(sinxQ)(%c) de = [—cosz?]§ = 3(cosO — cos1)
(1= cos1).
(g) Siha
fol r?sin2® dx = %fol(sinx )(3z%) dz = §[—cosa’]f = & — 4 cos 1
(h) Siha

Jo e do = =4 [ e (<20) dw = —3[e~ Ty = S(1 - e7V).
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(i) Siha
fo Sﬂ_flfl‘”f de = 3 fo m@smmcesx) dr = %[log(l + sin?z)]§ =
3 log(1 + sin 21).
(j) Siha
%1 H;ngacd fél tg%(l +tg?x)dr = [logtgx]lé = logtgl —logtg i =
log ttgf’f.
(k) Si ha
1 1
0 H%dx = % 0 1+x2 d{I? - % [log(l +{E2)]0 = %10g2

11.3 Integrazione per sostituzione

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale

2
¢ _ [logz|
_ 198 4
/; z(logz + 2) *

Risoluzione. Si ha
L=y D
1 z(logx +2) 1 logx+2 x
Integriamo

per sostituzione calcolando [ f(p(x))¢’(z) dz attraverso f (u) fly) dy; come

funzione () consideriamo la funzione log z; poniamo dunque y = logx; per

x:éSihay:fl;perx:e,sihayzl;sihaquindi

2
e 1 1 1
/ | log | 7dx:/ Wl gy =
1 logx +2 =z L y+2
0 1
|yl / lyl
——dy+ | ——Fdy=
/,1y+2 I g2
0
7d —
/_1 y+2 / vy=
0
+2-2 +2-2
1 y+2 0 y+2

0 2 ! 2
— l=———)d 1l=—)dy=
/_1< y+2> y+/0( y+2> Y

— [y —2log(y + 2)12, + [y — 2log(y +2)]; =
—(—2log2+1)+2—2logd+2log2=2log2—1+2—4log2+2log2=1.
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2. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

1 aF T
(@) Jo z++21 da;
(b) fl 1+f dx
(c) fo f+1 da;
1 1
(d) [y 155 da.
Risoluzione.
(a) Poniamo vr +1=t;sihax+1=t z=1>—1, ‘fl‘f = 2t; per z = 0 si ha
t=1; perx—lslhat_\/i si ha quindi
N V2 g2 V2
0 z+-; d‘r—fl 7= 1+22tdt—2f t2t+1 dt =2 [; tt_ghldt
2f1 (1-254) )dt = 2[t — Arctgt]Y? > =2(V2—Arctgv2 -1+ Z).
(b) Poniamo /= = t; si ha x = t?; si ha d—f = 2t; per x = 1 si hat = 1; per
x=2sihat=+2.
Si ha quindi
2 V2 V2
f ﬁdw = [\7 g2tdt = 2 [[7(1 — ) dt = 2[t — log(1 + Y2 =
2(v2 —log(1 + v2) — 1+ log 2).
(c) Poniamo /z =t; si haz =t? e & S =2t;per x =0si hat=0; per v =2
si ha t = v/2; Qulndl si ha
2
fo \/§+1 = fo t+12tdt 2f0 t+1
Attraverso la divisione 3 : (t+1) si trova t3 (t+1)(t2 —t+1) —1; quindi
813ha
1
N
Si ha quindi 2 [,/ 2 dt =2 7 (2 -t +1— ) de =
2[4 = 12 4t —log(1+ 1)) = 2(vV2)? — 2+ 22 — log(1 + v/2) =
3V242v2 -2 —log*1 +v2) = 122 — 2 —log(1 + V2).
(d) Poniamo e = t; si ha = = logt; 81ha—m = %; per x = 0 si ha t = 1; per

r=1sihat=e.
Si ha quindi

1 1 _ 1
fo 1+e¢ f1 T+t t dt = fl t(t+1 dt.
Siano A, B S R tali che

1
e — 4+ 2

per ogni t € R—{0,-1}. Si ha
1=A(t+1) + Bt,
per ogni t € R. Dando a ¢ il valore 0 si trova A = 1; dando a t il valore

—1 si trova —1 = B, cioe B = —1. Quindi si ha
1 _1 1
t(t+1) — t  t+1°
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Quindi si ha
N t(ti_l) =[G - % = [logt —log(t+1)]§ =1 —log(e+ 1) + log 2.
3. Esercizio. Sia ¢ : R — R,t — t?; sia f : R — R continua; calcolare
/04 f(z)dx, sapendo che f(p(t)) =1, per ogni t € R.

Risoluzione. Per ogni t € R si ha ¢/ (t) = 2t; quindi si ha
Jo f@)yde = [53) fa)yde = [7 fle)' (B dt = [fe2edt = 2 [F1dt =

11.4 Integrazione per parti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:
(a) fol re™" du;
(b) f01 xsin(2z) dx;
(¢) J{xloga da;
(d) fol x Arctg x d;
(e) fol Arctg(2z) dx;
() fo% Arcsin(2z) dx;
() Jil(x+2)% cos(2a + 1) da
) [Plog (& +1) da;
(i) fy log 2 dx.
Risoluzione.
(a) Siha

f01 ze~® dx = [—ze™?); +f01 e Tdr = [—ze " —e ) = —el—e 41 =
1—2e L.

(b) Si ha
[ wsin(2z) dx = [ (— cos(2x) )] — [y —cos(2z)L do =
-1z cos(2x)]1 + 3 fo cos(2z)dz = [~ cos(2ac)]0 + (1 Sin(2x)](1) =

[—35 cos(2z) + isin(2x)](1) = —3cos2+ $sin2.
(c) Siha
2 T z2 2 12
J; xlogxdr = [ logx} - f1 2 = [7logx}l — 3 Jixdr =

2
[g—zlogcx—%xﬂl :2log2—1+i:2log2— %.
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(d) Siha
fo xArctgxdr = [l 2 Arctgxé fo 3 1+x2 dr =
[ 2Arctgx] (1— s L) da = [$2? Arctgz — $o + § Arctga]) =
1 ™ 1
5 Arctgl — 5 —i— Arctgl =1—3
(e) Siha
fl Arctg(2z) dx = [xlArctg(Qm)] 01 iz dr =
[z Arctg( x) -5 T4z 4
[x Arctg( 233) — 1 [log(1 + 42?) ]
Arctg2 — 1 7 10g 5.
() Si ha
1 1
f Arcsm(2x)1d:1: = [x Arcsin(2z)]g — [ x\/liw dr =
@ Arcsin(2z)]2 + 1 [2(1 — 4z)"2(—8z) dx =
e + 15
1
1 1712 1
[x Arcsin(22)]¢ + 1 {(14;)2]0 = [2 Arcsin(22) + 2V/1 —4a?]; =
%Arcsinl— 5=1— %
(g) Siha

1
/ (z+2)%cos(2z + 1) dx =
0

1

1
B sin(2x + 1)(z + 2)3] - / % sin(2x + 1)3(x + 2)% dr =
o Jo
1

B(m + 2)3 sin(2z + 1)} - g /Ol(x +2)?sin(2z + 1) de =

B(m + 2)® sin (22 + 1)}: —

1
; ({; cos(2z + 1)(z + 2)2} - /0 *% cos(2z + 1)2(z + 2) dx) =

0

1

1
[;(x +2)3sin(2z + 1) + %(:z: + 2)2} . - g /0 (x +2)cos(2z + 1) dx =

B(:v +2)sin(2e + 1) + Z(sc + 2)2] -

2 ([pomers via o] - [ Junter s yar) -

B(:c +2)3sin(2z + 1) + Z(l‘ +2)% - z(I + 2) sin(2z + 1)} . -
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3 1
+- / sin(2z + 1) dx =
4 Jo

[;(as +2)%sin(2z + 1) + %(m +2)?

1
fZ(x +2)sin(2x + 1) — % cos(2z +1)| =

0

27 . 9 . 3 . 3 . 3
?SIHS-I-ZCOS?)—ZSIH?)—gCOS3—4SH11—3COS].-|—§SIH1+*C081—
45 . 54 1 3 5 . 1 21 ]

1 sin A cos 2sm cos1 .

(h) Si ha

2 2 2
1 1
/ log (2 + 1) dx = / log —|—2x dr =
1 z 1 9U

) 1+227° 2 g2 2xz272x(1+x2d B
zlog — s e i r =

2

‘1o 1+a 2_/22x3—2x—2x3dx_
&2 ! x(1+ x?) B

1+227° 21 1+ a2 ?
1 2 ——=dr=|xl 2 Arct =
|:1' og 2 L+ /1 1522 x x log 22 + rctgx )

2
210g§ + 2 Arctg2 —log2 — 2 Arctg1 = 2 Arctg 2 + log >

m

32 2

(i) Tendendo conto dei calcoli che seguiranno, integriamo per parti scegliendo
come primitiva di 1 la funzione x + 1; si ha

1
14z
log —— dx =
/0 0g3+x v

1+z]" ! 3+x34+z—(1+x)
1)1 — 1
[($+ )Og?)—i—xh /0(17+ )1+a? (34 x)?

1+2]" L |
1) L -2 dr =
[(x+ )Og3+x]0 /0 512 T

dr =

1
—2log(3 + a:)] =
0

1+
1)1

1 1 3
210g§ —21og4—1og§ +2log3 = —6log2+ 3log3 =3log - .
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11.5 Integrazione delle funzioni razionali
1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

(a) fO x2+2 dI‘
(b) fO 3.L2+1
(c)
(d
(e
(f)
(2) J§ 7525 da
(h) fl w3+222 dz.
Risoluzione.
(a) Siha
1
1 1 1 -
Jo #mdr =135 (%ﬁdx =2 Jy =i = 7 {Arctgﬁ}o =

) fO x+1 d{E
)

1 1
fo 37‘2-‘1-1 de = % Jo (\/gml)zﬂ V3de = % [Arctg(\/?;x)]o =
% Arctgy/3 = LT

(c) Eseguendo la divisione 22 : (z + 1) si trova 22 = (z +1)(x — 1) + 1. Quindi

&harﬂ—x 1—|—r+1 Quindi si ha

fo T— 1—|—w+1)dx—[ xQ—x+log|x—|—1H =2—-2+log3 =

O w+1
log 3.
(d) Siha
z=1 _ zl=2 1 _ _2
x+1 41 x+1

Quindi si ha fo It da :fo 1—29)de = [z —2log(z+1)]§ = 1 —2log 2.

(e) Sihaz?—3z+2=(x—2)(x—1).

Quindi esistono A, B € R tali che
S S i + _B .
x2—-3x+2 r—1"

quindi si ha 1 =A(x—-1)+ B(z —2).
Per x = 1 si trova 1 = —B; quindi B = —1. Per x = 2 si trova 1 = A.
Quindi si ha

1 _ 1
z2—3z+2 — -2  =x—1°
Si ha quindi

f_l - 3m+2 dm—f_ (ff—) dr = [log|z — 2| — log\xflﬂ(il:
log2 —log 3 +log2 = 2log 2 — log 3.
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(f)

Si ha 2t + 22 = 22(2? + 1).

Quindi esistono A, B,C, D € R tali che
at+d A B 4 CatD
zi+22 T oz 2 x24+1 -

Sihaz+4=Az(2?+1)+ B(2? +1) + (Cz + D)z?.
Per x = 0 si trova 4 = B; quindi B = 4.

Quindi

r+4=Azx(2? +1) +4(2> + 1) + (Cz + D)2?, quindi
—42% + 2 = Az(2? + 1) + (Cz + D)2?, quindi

(—4z + 1)x = Az(2? + 1) + (Cx + D)z?, quindi
—dz+1=A(z?+1)+ (Cz + D).

Per z = 0 si trova 1 = A; quindi A = 1.

Quindi

—4z+1=2%+1+ (Cx + D)z, quindi

—22 — 42 = (Cz + D)x, quindi

(—x —4)xz = (Cx + D)z, quindi

—x —4=Czx+ D, quindi

C=-1D=—4

Quindi si ha
z+4 l_"_i _ x+4
442 T x2 241"

Si ha quindi

f12 :cfi;; dr = f12 (% +o5 - xm;:ll) dr =

S (3 2 bt~ k) do =

logz — 2 — Llog(a? +1) — 4Arctgx]f =

log2 —2 — %10g574Arctg2+4+ %log2+4Arctg1 =
%logQ — %10g5+2 —4Arctg2 4+ 7 = %logg +2—4Arctg2 + .
Si ha 2t + 23 = 23(z + 1).

Quindi esistono A, B,C, D € R tali che

FENR S )
Sihaz+3=A2?(x+1)+ Bx(x + 1) + C(x + 1) + Da3.
Per z = 0 si trova 3 = C'; quindi C = 3.

Quindi

r+3=A2*(x + 1)+ Bx(z +1) + 3(z + 1) + D23, quindi
—22 = Az%*(x + 1) + Ba(x + 1) + D3, quindi
—2=Ax(z+1)+ B(z + 1) + Dz?.

Per z = 0 si trova —2 = B; quindi B = —2.

Quindi

—2 = Ax(x + 1) — 2(x + 1) + D2?, quindi

2z = Az(z + 1) + Da?, quindi

2=A(x+1)+ Duz.

Per z = 0 si trova 2 = A; quindi A = 2.

Per z = 1 si trova 2 = —D; quindi D = —2.
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Quindi si ha
243 3 2 4

zi+axd T oz T

Si ha quindi
QIm(m:ﬁwg_%+%_gL>M:

1 zd+4a3 T z+1
[2logz + 2 — 3L 4 2log(z + 1)]? =
210g2+17%f2log372+%+210g2:
%logQ — %logf)—l- 2 —4Arctg2+m=4log2 —2log3 + % = 210g% +

(h) Siha 23 + 222 = 2%(z + 2).
Quindi esistono A, B,C € R tali che
1 _ A, B c

et — 2 T2zt o2
Si ha 1 = Ax(x + 2) + B(x + 2) + C2?, per ogni = € R.
Per z = 0 si trova 1 = 2B; quindi B = 1.
Per x = —2 si trova 1 = 4B; quindi C' = %.
Quindi
1=Ax(z+2)+ %(m +2)+ ixQ, quindi
4 =4A2%(x + 1) + 22 + 4 + 22, quindi
—2? — 22 = 4Az(z + 2); quindi
. —z(z + 2) = 4Az(x + 2); quindi

3 2
3

x- z+1°

ool

_ . __1
Cl=dA; A= -1
Quindi si ha
- _11_ 4,11 , 11
34222 4z +2m2+4z 2°

Si ha quindi
2 1 2 11
f1 34222 dr = f1 (725 -+
( 2

1
2
1
2

11.6 Integrazione di alcune funzioni irrazionali

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

(a) f;\/%dx,
(b) f}° otz da;
(©) [ ooty du;
(d) fy \/555 das

3
3 L .
(e) f02 (2x2+3x+1)\/ﬁdx’

(f) fo4 23:/_53;\{5 da;

Risoluzione.
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(a) Poniamo vz — 1 =t. Siha x — 1 = ¢?; quindi « = 1 4 ¢?; quindi % = 2t.
Perx:281hat—1,pera:—351hat—\/§.
Si ha quindi

[ fl WD opdt =2 [V2 (14 242 +14) dt =
2[t+ 263+ 1 t5] _2(\/+22f+14\[—1—7 1=
2 (42 _@)_94 56

15 15 15 15°

(b) Poniamo /z = t. Siha z = t* quindi % = 4t>. Per 2 = 1 si ha t = 1;
per x =16 si ha t = 2.
Si ha quindi
I Tty dz = J At dt =4 [ 2 dt.
Eseguendo la divisione ¢ : (¢ + 1) si trova
t2=0t-1t+1)+1.
Si ha quindi

2
=t
Si ha quindi 4 f} 25 dt =4 [ (= 1+ ) de =

432 —t+log(t+1)] +1% =

4(2—2+1log3—3+1—log2) =

4 (3 +1log3) =2+ 4log32.

(¢) Poniamo ¢z = ¢. Si ha z = t5; quindi %¢ = 6¢°. Per x = 1si ha t = 1;

per x =64 si hat=2.

Si ha qulndl

o doe = [ =615 dt = 6 [ £
1 f+f 1 t3+t2 = i1 d

Eseguendo la divisione ¢* : (¢ + 1) si trova

B=0—-t+1)(t+1) -1

Sl ha quindi

2
m—t —t+1- t+1

i ha quindi 6 [} 57 dt = 6 [7 (12—t +1 - 717 ) db =
653 — 22+t —log(t+1)] +1% =

6( —2+2— log3—7+§—1—|—log2)

6 (4 +1og 2) =11+ 6log23.

\oow\

(d) Poniamo /%5 = t. Risulta ;%5 = t*; quindi z = 2t* 4 t?; quindi

. . 2
z(1 —t?) = t?; quindi 2 = 1it2.

Si ha quindi
de 201 —12) 42042 2t

dat (11— (1—1t2)2

PerszsihatzO;permzlsihat:\/g.
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Si ha quindi
2
fo 747 dr = foft(l 2)2 dt = 2[0 t2 )2 dt.
Siha (12 —1)2 = (t — 1)%(t + 1)2.
Esistono A, B, C, D tali che
t? A B C D

(AR S R T A R e

Si ha
t2=At-1)(t+1)*+B({t+1)*+
Per t =1 si hal=4B; quindi B =
Per t = —1 si ha 1 =4D; quindi D
Si ha quindi
=At-1){t+1)?+1t+1)2+Ct—-1)%(t+1)+ $(t — 1)% quindi
42 =4At—1)(t+1)2+ 2 +2t+1+4C(t — 1)%(t + 1) +¢* — 2t + 1; quindi
2(t2 — 1) = 4A(t — 1)(t + 1) + 4C(t — 1)2(t + 1); quindi
2=4A(t+1) +4C(t — 1); quindi
1=2A0t+1)+2C(t—-1)=
Per t =1 si hal=4A; quindi A = 3
Per t = —1si ha 1 = —4C; quindi C = —i.
Si ha quindi
12 11 1 1 1 1 1 1
@127 47-1 4(¢_12 4dt11 1Gt1)p

(t— D2(t+ 1)+ D(t — 1)2.

|| »M»—'

Si ha quindi
2 V3 dt = 2f\/§ S TS S N S OIS WS T |
0 (t2 1)2 = 11—1 T 4@-12 4141 T 4{rD? =

1

2

1 [log|t71| —log |t + 1] — t+1}

1 g -1 _ 1 _ 1 1 -
<1og|\f 1= log| /4 +1] \/§+1+1“)

1-v2 V2 1+v2 Ve )
§ (1og 152 | - % log’ -m%) -

(log ‘ 1+f2 ‘f"'ff{ 2) = % (log(1 — v2)2 +2V2) =
log(\@ -1 +v2
(e) Poniamo 2z + 1 —t.
Si ha 2z 4+ 1 = t?; quindi z = $(¢* — 1).
Si ha i—f =t.
Per x =0,si hat=1; perx:%,sihat:Q.

Sl ha qu1nd1

Ji v e = Iy ( (Q) +3t2 1+1> tdt =
2

1 2
1 T —2Zin  m2os dt = f1 t472t2+1+3t273+2 dt = 2[1 ti1t2 dt.
2 2
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Siha t* +12 =t2(t2 +1).
Esistono A, B,C, B € R tali che
P = ¢ B+ B
221t Tt 241
Si ha
1=At(t*+1) + B(t* + 1) + (Ct + D)t?, per ogni t € R.
Per t =0, si ha 1 = B; cioe B =1.
Si ha quindi
1=At(t> +1) +t* + 1 + (Ct + D)t?; quindi
. —t? = At(t? + 1) + (Ct + D)t?; quindi
. —t=A({*+1)+ (Ct + D)t, per ogni t € R.
Per t =0, si ha 0 = A; cioée A=0.
Si ha quindi
—t = (Ct + D)t; quindi
. =1 =Ct+ D; quindi
C=0,D=-1.
Si ha quindi
1 1

-1 _ 1
t2(t2+1) — 2 241

Si ha quindi
2 2 2
2f} 2t =2 [} (% — g ) dt =2 [} — Avctg ]}t =

131

t
2(—% —Arctg2+1+Arctg1) = 2(% + % —Arcth) =5 +1-2Arctg2.

(f) Poniamo /z = t.
Si ha z = t2.
Si ha 4 = 2¢.
Per x =0,si hat=0; per x =4, si hat=2.
Si ha quindi

4 2z—x\/T 226248 _ 2 404
o Va1 do = [] t+1 2tdt =2 [ =1 dt

Eseguendo la divisione (—t* + 2t2) : (¢ + 1) si trova
—t* 12 = (t +1)(—t3 +3t> — 3t + 3).
Si ha quindi

—t 12 3 oo 3
— =43 -3t +3 - ——.
t+1 + T

Si ha quindi
2 44 | 42 2
5+t 3 9 3
2 ——dt=2 —t°+3t" -3t +3— ——
/0 T /0 ( " M

4 0
2(4—3log3)=8—06log3.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

2
1 3
2[—t4+t3—2t2+3t—310g(t+1)} =2(—4+8—-6+6—3log3) =
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a) fol \V1- 2 da
2sh1l / 22 .
(b) 1 ]. —+ T dl’,
(C) 22ch1 / ldl‘
Risoluzione.

(a) Poniamo z = 2sint; si ha ‘(li—f = 2cost. Per x = 0 possiamo scegliere ¢t = 0;
per x = 1 possiamo scegliere t = Arcsin% =3
Si ha quindi
fol \/ —Zdy = fo% \/1— 745“1% 2costdt = 2f0% V1 —sin®tcostdt =
2f Veos?tcostdt = 2f06 |cost|costdt = 2f0 cos tdt
2 f‘” 1+C°S Lheos(2t) gy — fo (14 cos(2t))dt = [t + 3 bln(Qt)]

F+asinf =%+ f

(b) Poniamo z = 2sht; si ha % = 2cht. Per z = 0 possiamo scegliere ¢ = 0;

per x = 2sh 1 possiamo scegliere t = 1.

Si ha quindi

SR 2 de = [ 1+ A2 o chidt =2 [ /1 +shPtchidt =
1 ch(2t)+1 1

2 [ cthchtdt =2 [ ch?tdt =2 [} PCOEL — rHeh(2t) + 1) dt =

[ sh(2t) +¢], = Lsh2+ 1.

(¢) Poniamo @ = 2cht; si ha 92 = 2sht. Per z = 2 si ha 2 = 2cht; quindi
cht—1; possiamo quindi bceghere t=0;perx =2chlsiha2cht=2ch2;
quindi cht = ch 2; possiamo scegliere t = 1.

Si ha quindi
[P e = [ (/A2 1 9shtdt =2 [, \/ch®t — 1shtdt =
2[0 VshZtshtdt =2 [} | sht|sht1dt—2f0 sh?tdt =2 [ =L
Jo (ch(2t) — 1) dt = [Lsh(2t) —t], = Ssh2 - 1.
11.7 Integrazione di alcune funzioni trascendenti
1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:
1 3 ¢2
(a) 0 13+621 d ’
1 o
(b) Jo Toreeyem da;
1 1
(©) Jo 1757 da;
1 .
(d) 0 sinz4cosx dx’
(e) 01 costég;—i-Q d,fC
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Risoluzione.

a) Poniamo e = t. Risulta z = logt e —z =1 perxz=0,sihat=1; per
t

r=1sihat=e.
Si ha quindi

13 —t 1
0 1rerw d f1 1+t2 dt = f1 t(1+t2)
Esistono A, B,C € R tali che
83—t __ A BttC
ta+e2) 1 241
Si ha

3—t=A{t*+1)+ (Bt+C)t;
per t =0 si ha 3 = A; quindi A = 3.
Si ha quindi
3—t=3(t*+1)+ (Bt + O)t, cioe
—3t? —t = (Bt + O)t, cio®
(=3t — 1)t = (Bt + C)t, cioe
-3t—1=Bt+C,
si ha quindi B=-3e C = —1.
Si ha quindi

3—t  _ 3 3t+1

12y 241"
Si ha qu1nd1

fl t 1+t2) = f1 (% B fﬁi) fl (7 B m - t2+1> dt =
N (f — §t2+1(2t) t2+1) dt = [3logt — 3 log(t? + 1) — Arctgt]| =
3—3log(e? +1) — Arctge+ 3 log 2+ Arctg 1 = 3+ 3 log —Arctge+ 7.

623*1
(b) Poniamo e* = ¢. Risulta x = logt e Z—f = %; per z = 0, si ha t = 1; per
r=1sihat=e.
Si ha quindi
fo %dm 1eﬁ dt:ffm
Sihat? —Tt+12=(t—3)(t —4).

Si ha quindi

dt.

45 _ t+5
T —Tt+12)  t(E—-3)(t—4)
Esistono A, B Ce R tali che
TE R
Si ha
t+5=A(t—-3)(t—4)+ Bt(t — )+Ct(t73).
Per t =0 si ha 5 = 124; quindi A =
Per t =3 si ha 8 = —3B; quindi B =
Per t =4 si ha 9 = 4C; quindi C = f%
Si ha quindi

|w\

§
3-

5¢¢ 51 81 401
t(t—3)(t—4) — 12t 3%t—3 " 41-4-
Sihaquindi

__t+5 g [¢(51_8_ 1 9_1 —
1 HE2—Tt+12) dt = [} (12t 31 3+4t74> dt =
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[ log |t| — %10g|t—3|4—%log|t—4|](1i =
%—%log(S—e)—&—%log(4—e)+%log2—%log2 = %—F%log%—l—%log 7

(c) Poniamo 2* = t.

Si ha z = log, t.

Cpade 11
Si ha G = Tog2 t"

Perx =0,sihat=1;perx=1,si hat=2.

Si ha quindi

1 2 2
1 1 11 1 1
/ d:c:/ NLIN N / it .
o 1+22 L 1+tlog2t log2 J, t(t+1)

Esistono A, B € R tali che

Si ha
1=A(t+1)+Bt,
per ogni t € R.
Pert =0sihal = A; quindi A =1. Pert =1 si ha 1l = —B; quindi
B=-1.
Si ha quindi

Si ha quindi

1 2 1 21 1
dt = - ) dt=
log2 J, tt+1) log2 Jo \t t+1

1 ) 1
—~ _ogt—log(t+1)]? = —— (log2 — log 3 + log 2) =
lOg2[0g og(t+ 1) 10g2(0g og 3 + log2)

1 log 3
—— (2log2 —log3) =2 —
10gz( og2 —log3)

log2 °

(d) Poniamo tg § = t.
Si ha z = 2 Arctgt.

: de _ 2

SlhaE—HtQ.

Perz =0,sihat=0; perx=3,sihat=1.
. . 42

Si ha sinx = 1?{2 ecosx:h—tﬁ.

Si ha quindi

2 1 ! 1 2
/ ina+ dm:/ el el
o sinz+cosz 0 Tre Tl
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! 1
2 — dt.
/0 2 —2t—1

Sihat2—2t—1:Oseesolosetzliﬂ; sihaquindit2—2t—1=
(t = (1+v2)(t - (1-v2).
Esistono A, B € R tali che
1 B A n B
t—(1+V2))(t—(1—-v2) t—(1+v2) t—(1-v2)"

Si ha

1=A(t—(1-V2)+B(t—-(1+v2),
per ogni t € R.
Pert=1-+2sihal=B(l—-+2-1-+2; quindi 1 = —2v/2B; quindi
B=—Y¥2 Pert=1+v2sihal=A(1++v2-1+V2; quindi 1 = 2/24;
quindi A = %.
Si ha quindi

1 V2 1 1

(t—(1+vV2)(t—(1-v2) 4 t—(1+v2) 4t-(1-2)°

1 1
2 —— dt=
/0 2 -2t —1

YV2 1 V2 1 B
_2/0 <4t—1—\/§)_4t—1+\/§)> it =

>

Si ha quindi

_g[log|t—1—\/§|—log\t—1+\/§|}:=—g [logm 0:
V3 |-1-va| va Va1 e .
210g|_1+\@ :710g\/§_1:710g(\/§+1) = V2log(V2+1) .

Poniamo tgx = t.
Si ha x = Arctgt.

. do _ 1
Siha 97 = e
Si ha cos?x =

1 1
tgZx+l 241
Perx =0,sihat=0; perx=1,si hat=1tgl.

Si ha quindi

1 tg 1 tgl
t t 1 t
/ fixdxz/ 1727&:/ Trop g @t=
o cos?x+2 0o Py t2ti+1 o 1+2t2+2
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gl ¢ 1 o[t 4 1
_dt == ———dt = - [log(2t?
/0 22+ 3 4/0 57z 3 0 = g [los( +3)"

1
i(log(? tg?1+3) —log3) = — 1og < tg? 1+ 1> .



Capitolo 12

Sviluppi in serie

12.1

Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(a)
(b)

z—Arctgz |

limg 0 sinz(l—chz)’

shz—sinx .

limg o Arctgz—a’

lim shxsinz—242cosz .
z—0 (vV14+2—1)2 Arcsin 22’

(Arctgz—x)? |
Arctgzttga?

liIn.r—>0

Calcolare il seguente limite: lim,_,
sin z shz Arctg z—a° |
log(1+x5) ’

(Vitz—/1—x)? |
log(1+x2) )

cosx—V1—x2,

hmi_’o"" (1—cosz)?

11m’1‘—>0
llmT_>0

li cos 3:—1—&-% Arctg 22
1Mz —0+ (z—shz)sinz

J1+2z $11322 76%1' cos(2z)
0 .

(j) limg_, e
(K) Tim, o Yol

() tim, g O REIE
(m) limg_, 4o sin(eI—Q;):Sli(;lg(;(Zlm-;—z)—g;Q .
Risoluzione.

137

(Arct
0

g T—x\/ 1—}-.’£)3 .

1—cos x3 ’
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(a) Siha ‘
z—Arctgx = _ _2
sinz(l1—chz) ~z—0 x(—%) - 3
Quindi si ha
. x — Arctgx 2
lim ——M—=——.
z—0 sinz(1 — chz) 3

(b) Si ha
shz =z + §a° + o(z%),
sinz =z — $2% 4 o(z?),
shx —sinx = %x?’ +o(23) ~z 0 %x?’,
Arctgr — &~ — 52,
shx—sinx ~ %IB) -1
Arctgz—z =0 TI.3 :

3
Quindi si ha

sinz —shux
im-—=-1.
z—0 Arctgr — x

(¢) Siha (V14 —1)?Arcsinz? ~;0(52)%2? = o4,
shz =z + §2° + o(z%),
sinz =z — g2 4 o(z?),
shasing = 2% — 124 + 127 + o(2?) = 2% 4 o(z?),
cosz =1— Za? + J;at + o(a?),
2cosx =2 —a? + 352 + o(z?),
st4sina:—2+2cosx =22 —2+42—2?+ Lt +o(z?) = Sat+o(a?) ~ui0
2t

shzsinx—2+4+2cosx 4

xT

[~

1

ol

(V14x—1)? Arcsin z2 ~z—=0 Tt = 3
Quindi si ha
shxsinx — 2+ 2cosx 1

lim =

20 (/T + x — 1) Arcsina® 3

. . (Arctgz—x)% 1. (=32 _ .. 1., __
(d) Si ha hmx_m m = hmx_>0 :;5 = llmx_>0 §Jf =0.

(e) Sihaperz—0

1—cosz®~yz g %(mS)Q =
Si ha
Arctgz = x + o(z?);
Vitz=1+1z+o(z);
zv/1+z=1x+ 122 + o(2?);
Arctgr — a1+ 2 =2 +0(2?) — 2 — 12% = — 122 + o(2?) ~us0 — 327
(Arctgz — zv/1+ 2)% ~pyo — 525
Arctgz—z+/1+x —%I(a _ 1

1—cos z3 ~z—0 Ta6 T T

Quindi si ha

1.6
2.’E.

. Arctgx —xv/1+ 2 1
im =——.
0 1 — cosz3 4
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(f)

Si ha

log(1 + %) ~p_y0 2°.

Si ha

sine =z — %x?’ +o(z%),

sha =z + $2° + o(z?),

sinzsha = a? + st — ext + o(zt) = 2? + o(z?),
Arctgr =z — $2° + o(?),
sinzsthrctgm =23 — L2 + o(2®),

. 5 5 5
sinzshz Arctgz — 2% = —%x" + 0(z%) ~z 0 _%xo'
Quindi si ha
sin z sh x Arctg z—xz° -~ 7%15 _ 1

log(1+x?°) z—0 "5 — 3

Quindi si ha

: sinzshz Arctgz—a® _
limg o log(1+x5) -
Si ha:

log(1 4 22) ~p_s0 2%

Vitz=1+1z+o(z);

VI—2=1- 12+ o(z); quindi

Vitz—+v1—x= 1+%$L’—1+ %m—l—o(x) =2 4 o(x) ~z—0 z; quindi

WIte—vi-z)? 2?2
log(1+x2) ~r—0 Lz =
(V14+z—y/1— a:)2

Quindi si ha lim,_q

Si ha:

1 —cosx~z_0 %x2; quindi
(1 —cosx)? ~yso %m‘l;

cosz =1— 32 + 572t + o(x?);

VI—22 =1+ 3(—2?) + (é)(—xQ)Q +o(zt) == 1— 2% — $a' + o(z?);
quindi

cosacf\/lfac2 =1- 122+ Fat — 1+ 12% + Ja* + o(a?) == Lot +
o(x*) ~z 0 695 quindi

log(1+x2)

cosz—\/1—x2 lm4 _ 2
(I—cosz)2 ~“z—0 1 - 3
O TR cosz—V1—x2 __ 2
Quindi si ha lim,_.q (ccos)? = 3
Si ha:
(z —sha)sine ~y0 (—32%) 2 = =32 cosz =1 — %x + Lot +o(9:4)

Arctgy =y— §y2+o(y2) qumdl Arctga? = 22— L 3T 6 +o(z ) = 22 +o(z%);
quindi § Arctgz? = J22+o ( ) qu1nd1 cosac— 1+ 1 Arctga? =1— 2%+
ozt — 1 + 32% + o(z?) = o' + o(a?) ~pmo 278% qulndl

cosw71+%Arctga:2 i 4 . 1
-

(z—shz)sinx ~z—0 S

. .. . cosz—1+1 Arctgx
Qulndl si ha hmx_>0 W = —
Si ha

1 — cos(22)z ~ys0 3(22)% = 222,

1
i
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Si ha per y — 0
1 1
(L+y)s =1+ 3y+ (3)v* +oy®) = 1+ 5y — 57 +o(y”);
quindi si ha per z — 0
VI+2z =1+ 1(2z) — 2(22)? + o(2?) = 1+ 2z — £a? + o(a?).
Si ha per y — 0
1
(1+y)5 =1+ gy +o(y);
quindi si ha per x — 0
V14322 =1+ £(32?) + o(2?) = 1 + 322 + o(z?).
Si ha quindi
VI+22V1+4322=(1+ 22— £ —|—0( ))(1+1m2+ o(z?)) =
14 32 + o(z?) + 23:—2%35 —1—|— 2z + 2% 4 o(a?).
Si ha per y — 0
eV =1+y+5y° +o(y?);
quindi si ha per z — 0
€8T =1+ 2z+1 (%I)Q +o(2?) =14 2z + Za? + o(z?).
Si ha per y — 0
cosy =1 — 3y° + o(y?);
quindi si ha per x — 0
cos(2z) =1 = 1(22)% + o(z?) = 1 — 222 + o(x?).
Si ha quindi
e5% cos(2z) = (1+ x+225x +o(z?))(1 — 222 4 o(2?)) =
1—-2z% 4+ o(2?) + 2z + a2 =1+ 2 — £a? +o(2?).
Si ha quindi
\5/1+2x\/1+3x2—eszcos(2x)—1—|— 2u4+ Ha?to(x?) —1— 2+ 2a? =
2% + 0(a?) ~amso F52°.

Si ha quindi

\5/1+2a:\/1+3;c2—e5 cos(2z) féiz _ 21
1—cos(2z) ~az—0 922 T 20°

Si ha quindi
\5/1+2z \/1+31}2765 cos(2z) __ 21

lim,_,

1—cos(2z) 20
(k) Si ha:
1 — cos(3x) ~ys0 3 (32)% = S22,
Si ha:
log(1+y) =y — 5% +o(y);
log(1+2x) =2z — $(22)% + o ( ) =22 — 22% 4 o(x?)
1

(
VIFy=1+23y+(3)
V/1+1log(1 +2x):\/
1+ 1(22 — 222 +o(2
1+:cfx +o( 2) — %x

2

1+10g(1+2x) e =14z—322+0(2?) —1—2— 122 = —227 +
o(2?) ~yyo —222.
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Quindi si ha
\/ 1+log(2z)—e” —222 4
Y 5

1—cos(3z) ~z—0 S22 T -
Quindi si ha
v/ 1+log(2z)—e®

lim,_,q s —%.

(1) Siha
(1 — cossinz)? ~yyo(3 sin® 2)? ~yg 22
Si ha

log(1+z) = — 322 + L2 + o(23),
zlog(l+z) = 2% — Ja3 + Lot + o(a?),
cosr =1-— %xQ + Lzt + o(a?),
1 —cosz = 1% — L' + o(a?),
2(1 = cosw) = 2* — 5" + o(a?),
zlog(1+z)—2(1—cosz)+ 23 = 22— Lad+ Lot 2%+
Zat 4 o(at) ~poo St
Quindi si ha
zlog(1+m)f2(lfcosm)+% 3 %a:
(1—cossinx)? ~z—0
Quindi si ha
zlog(l+a)—2(1—cosz)+1iz® 5
(1—cossin x)? 3"

limg 0

(m) Siha
(22 — sin(2z) ~y0 5 (22% = 325
Per x — 0 si ha
=1+ax+ 222+ 123 +o(a?),
e* —1_:E+ %x —|—?x3+0(x3),
siny =y — 3+ (y )pery—>0,
sin(e” — 1) =sin (z + 322 + 2% 4 o(a?))

v+ 122+ ix —|—0(a:3) l(JU—|—%3172—l—%a:?’—|—o(a:3))3—|—0((e”—1)3)
T 9 ? 5y 873 3 3y _ 1,2 3
z+ 2% + x+o(a:) 5% +o(z?) +o(z?) = x + 522 + o(x?);
log(l +a)=x— 1a% + ;2% + o(z?),
22 =

sin(e®* — 1) — log(1 + x) —
—323 + 0(a3) ~py0 — 225,
Quindi si ha
sin(e®+1)—log(1+xz)—a? —3
2z —sin(2x) ~az—0 %x3

Quindi si ha

c,o

lim sin(e” +1) —log(1 4+ ) —a? 1
2—0 2z — sin(2x) 4

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(a) limgoy oo 5 (3Y 1+ 2 — 292+ 2 — /3 +2).
(b) limg—yoe(VaZ + 7 + 24 V22 — 22 + 3 — 2ze7).

141
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() limgyoo a® (Vat + a3 + 22 — Vot + 23 — 1),
(d) limg sy oo V425 + 23 +3 (\/16904 +3222 4+ 64 — v1624 + 1 —sind )

Risoluzione.

(a) Siha
3T+z—202+z— /3+z=ab (3§/1+§—2\5/1+§—§/1+g).
Per y — 0 si ha
VI+y=1+Ly+o(y).

Per z — 400 si ha quindi

5/1+1:1+%%+0(l)7

3¢ 1+*—3+g§+0()

Jl+2=1+1240(L1)=1+21+10(2),

27/1+2=24+4140(1),

Jl42=1+1310L)=1+2110(),

3§/1+ 2\/1 \/1 +2=

3431 Fo()~2 41713 = 14 o(d) mprs ik

Quindi si ha

£ 5 L, 41y _ 4 -4

v (3\/1Jr 2\/1Jr \/1Jr )NH+<><>“(—5;)——5$ :.

Quindi si ha

2 (B3YTT T~ 202+ 7 — U3F ) ~omsroo — 1.

Quindi si ha

4,05 5 .

limg s 00x5BV1+2—2V2+2— Y3+2)=—
(b) Per z > 0 si ha

\/I2+13+2+\/x272x+372z6%f

(\/1+ +2 +\/1 7+——2ez).
Si ha
VIFy=1+3y+o(y) pery— 0.
Quindi si ha
ietrE=1et(de2)rod) =1
e

VI ErE =12 d) ro(d) =1-Lro(d)
eV =14y +o(y) per y — 0.

Quindi si ha

=1+Llro(d)

quindi

26%:2—1—%—1—0(%).

(Sl

_|_
N [=
8 |
_|_
@)

—~
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(d)

Si ha quindi

Vit 2+ 1-t+d—oer =14 lto()+1-1-2-

“3h+o(d)~-1t,
Si ha quindi
(\/1+ + = +\/1 14 %—ze%)wx(_g%):_
Si ha quindi

1
limxa+oo(\/$2+$+2+\/962—233—1-3—2%5):_%.

Per x > 0 si ha
2(\‘7x4 J;3—|—x2 \4/3:4—|—m3—i ) =

1
(\/1+ + 2 \/1+ —ix%).

Si ha

Nt

143

VT¥y=1+3y+ () + ()P +o®) =1+ Jy — 59 + 1zv° + o(y®)

per y — 0.
Quindi si ha:

4 1, 1 (1l 1y_ 3 (14 1)2
1+§+a:72 1+4(x+x2) 32(w+a:2 T

11,11 31 31 . 7 1 1y
I+ i+ 372 3222 625 T 12825 7O xS)_

Si ha quindi
S (redad - i -iE) v R =
Si ha quindi
limg_, 4 oo 22 (\‘7564 Fad a2 — Vrt 23— %%) = 71%.
Si ha
VAT + 23 + 3~y oo VAab = 223,
Per z > 0 si ha
V16zt + 3222 4+ 64 =22{/1+ % + ¢
Per y — 0 si ha

TTy=1+2y+ ()2 +o(?) =1+ 2y — Zy* +o(y?).
Qulndl perx%Jroo si ha:

Per x > 0 si ha

V16zt + 1 =22{/1 4 5.

3
+ ks (30" o () =
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Per y — 0 si ha
VIty=1+1iy+o(y).

Quindi per x — 400 si ha:

x

2014 o1 = 22 (14 3701) +0(51)) = 22 (14 g5z +0o(h)) = 22 +

Ltk +ol).

Per y — 0 si ha

siny =y — 3% + o(y®).
Quindi per x — 400 si ha:
sind =111 4o(k).

x x

Si ha quindi

V16a2* + 3222 4+ 64 — V162 + 1—sint =2z + 1+ 5L 4 o(L)—20 -1 +

§ b = b o) e b
Si ha quindi
VAzS + 23 + 3 (V1621 + 3222 + 64 — V1627 + 1 —sin 2) ~p 400
93133 1 _ 133
96 3 48 *

Si ha quindi

T—+00

1
lim /426 + 23 + 3 (\4/16:c4+32x2+64— {‘/16x4+1—sin> =
X

133
48 -

12.2 Asintoti

1. Esercizio. Dire se la seguente funzione ammette sviluppo asintotico affine per

T — —+00; in caso affermativo determinare 1’asintoto:
flx)=vVa2+ax+1.

Risoluzione.

Si ha
Voo il

= ~z—+too 1; quindi si ha

. 2
lim, 4 oo 7\/9029#1 — 1.

Si ha
ViZtz+l-z=a(/1+1+ L) ~oiri(t+ L)oo = 5.

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per z — 400 e l'asintoto di f per

T — +oo ¢ la retta

1
=X - .
y 2

2. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine

per x — —oo; in caso affermativo determinare 1’asintoto:



12.2. ASINTOTI 145

Risoluzione.
(a) Siha
limg o =F = —1.
Si ha

limg oo (f(z) + 2) =limy oo (V22 + 2z +1+2) =

limg s — oo (|z| 1+14+ 5+ x) = lim, s — oo (—:z:, /1+1+ 5+ 1:) =

lim, , o —x (m_ 1) = limg oo _-’I;% (% m%) =

lim, o —x%% = —%.
Quindi f ammette asintoto per £ — —oo e 'asintoto di f per x — —o0 &
la retta i equazione y = —x — %
(b) Si ha
limg—s— oo f(f) =lim, ,_ o @ =lim, oo ‘é—"ﬁj =lim, oo i—z =1le

lim, o f(z) — 2z =lim;— (LU:H - :c) =

7;21/1 .
lim, o <+T4 — ,73) =lim, , (m 14+ 4 — x) =

x x

: / 1 . 11 . 11
lim, . ( 1+ 5 — 1) =lim; , oor5-7 =limy, o575 =0.

Quindi f ammette asintoto per £ — —oo e ’asintoto di f per x — —oc &
la retta di equazione y = x.

(¢) Siha
; f@ _ 1 1 [a341 _ g 1 /a3 _
hmxﬁfoo T hmajﬂfoo =\ Tz — hmw—bfoo z\/ = —
. 1 . xT . —
limg oo z V2?2 = lim, oo % =lim, , o =F = -1

limg, o f(z) + 2 =limy— ( % + x) =

limg o (1 /22 + % + x) =lim, oo (—xﬂ—i— x) =
limg s oo —2 (/14 & = 1) =lim,, oo —2dk =lim,, o ~3% 0.

Quindi f ammette asintoto per x — —oo e l'asintoto di f per x — —oo &
la retta di equazione y = —z.
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12.3 Serie

1. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie
o0
1 1
Z (\/>— Arctg \/>> .
n n
n=1

1 1 1 1
n Arctg \/;Nn%oo 5( 5)3 = n3

Quindi la serie assegnata e convergente.

Risoluzione. Si ha
1



Capitolo 13

Integrali impropri

13.1 Integrali impropri

—+o0
1. Esercizio. Dimostrare che / — dx e divergente positivamente.
1 X

Risoluzione. Sia y > 1; si ha
[Y Lde = [logz]¥ =logy —y— 400 +00.

1
2. Esercizio. Dimostrare che / — dx e divergente positivamente.
o

Risoluzione. Sia y €]0,1]; si ha
11 1
J, & dz = [logz], = —log(y) —y—0 +o0.

13.2 Valore di un integrale improprio

1. Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti e in caso
affermativo determinarne il valore:

(a) f,ll \/Ilﬁ dx;

(b) [y %2 da.
Risoluzione.

(a) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione )

\/:c—i—l'

fiJ-1,1 —Rz—

Si ha

147
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Essendo % < 1 lintegrale improprio & convergente.
Si1 ha ) )
. . 1
I, —Tlﬂ de =lim, , 4 fy —Tlﬂ dr =lim, , 4 fy (1+z) 2dx=

1 1
lim,_, 1 [(1”)} =limy, 12 (V2 - VTTy) =2v2.
Yy

In particolare si ritrova che l'integrale improprio ¢ convergente.

(b) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione
T+ 2

Iz

f:0,1] — R,z —
Si ha
T+ 2 2
\3/5 x—0 1:% .
Essendo % < 1 l'integrale improprio & convergente.
Sl ha

fo L2 dr = hmyﬁof L2 dr = hmyﬁof ( T) de —
1

lim,, o [%az% + 3x§] = limy g (% +3— gyE — 3y§) = % +3= 15§
Yy

%\

w\w‘ o

lim,_,q (w% + 2.1'_%) ydr = limy_.o [

In particolare si ritrova che l'integrale improprio & convergente.

13.3 Convergenza di integrali impropri di funzioni
positive

Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti, esplicitando dap-
prima le funzioni che si considerano

L f 2+w+1

2 [ A

3. f0+oo xfktc{kl dr;
4. f0+oo ;ﬁfgﬂ dx;

5. fo+oo 1+1z2?

(=)

too  2?tw .
o T das

1 z
7. fo \/ %13'
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Tzt .

8. fo Wd.’l;,
sin x

9. fO l—cosx

10. fl log(1+x) d

11.

chax—1

1
fo ﬁ3

1 Arcsinz+1
12, [ Aresinail gy

Risoluzione.

1.

Si tratta dell’integrale improprio su di una semiretta positiva della funzione
f . [0, +OO[—> R,Q}' — ﬁ

Siha 7 ~etoo 27 = %; quindi 'integrale improprio e divergente positi-
vamente.

Si tratta dell’integrale i unproprlo su di una semiretta positiva della funzione

f:]0,+00[— R, — £

Si ha

i1

2 2
X xT —
1T ~a—0 31 = zz’ quindi I'integrale improprio € convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

z+1

: 10 — R,z — | ——;
f 10,00 - 24+x+1’

1
si ha #ﬁlﬂwz_ﬁo@ % = L quindi Vintegrale improprio ¢ divergente
\ =z %
positivamente.

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva di

r—3

: [0 — R,z — .
f 10,400 - 20 4+

Si ha
r+3 T 1\z
sy ~a—oo 35 = T(3)"-

Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

1

f[O,—i—oo[—) R,.’IJ—> m .

Si ha

1 1.
T+z2 Tx—+00 32
quindi I'integrale improprio € convergente.
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11.
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. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva di

2+
: 0, —Rx— ——F—+— .
f 10, +o00] v 3+ 2241
Si }21a ,
x“+x z° _ 21
Tt Yoo 37 = T(3)"

Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra della

funzione
1
f:0,1] — R,z — 1/xl_ ;

si ha ,/%“1 ~z0 \/g = i%; quindi l'integrale improprio & convergente.
xr

. Si tratta dell’integrale improprio su di un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione
f:0,1] — R,z — £

!
Si ha &2

x 1 1 . © 19 . PN
~ L — — = —: quindi l'integrale improprio ¢ convergente.

. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra di

sinx
F0,1] —s Ryz —s 0%
1 —cosx
Si ha
sinz L_Ql
1—cosz ~*—0 % - “z

Quindi 'integrale improprio assegnato & divergente positivamente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra di

log(1 + )
:0,1] — R,z — ————— .
1:10.1] - chz —1
Si%la )
log(14-x T 1
tho-1 ~a—0 2z = 25

2
Quindi 'integrale improprio assegnato & divergente positivamente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a destra della
funzione

1
1—a2"

f:0,1[— R,z —

Si ha
1 1 - 1.
T—22 = (I—2)(+z) *=12(0—=z)’
quindi I'integrale improprio ¢ divergente positivamente.
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12. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra della

funzione )
Arcsinz +1

T

f:0,1] — R,z —

Si ha
Arcsinz+1 1.
~x—0 3>

quingcdi I’integrale improprio ¢ divergente positivamente.
13.4 Convergenza e valori di integrali impropri

Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti e, in caso afferma-
tivo, determinarne il valore:

1. f0+oo xPe 2% dzx,

2. f0+00 1\2/-%1 d.]?;
3. 1+°° aca%’:}x d‘r;
4. [oFe zil gy
5. f0+oo $31+2 dz.

Negli esercizi 4 e 5 si puo utilizzare la formula
+b _ P} 2b—pa 2x+p
fx2fpz+q dx = alog~/x2 + px + q + i Arctg i +c,

dove p? — 4¢ < 0.

Risoluzione.
1. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

f:]0,400[— R,z — xe™2% .

Si ha
1

1’5672‘70 _ LBS( 2)90 .

e

Essendo e% < 1, l'integrale improprio e convergente.

Per ogni y € [0, 400[ si ha

v o5 5, 1 Y Yol
/ e 2 dy = {x"(e%)} - / ——e 2"5pt do =
0 2 o Jo 2

1 Y v
|:_x5621:| + / 1,467295 dZL‘ —
2 0 0

N | ot
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1 Y 5 1 Y Y1
{—21‘5621}0 + B <{x4(—2651)}0 —/0 —5672z4$3 dx) =

1 Y 1 Y vl
|:2I5621 - ix‘le%} . +5 (|:.Z’3(262m):| . — /0 75672363582 dx> =

1, 5, 5, 15, 15 15\ , 15
(2‘” L L E Al

Si ha quindi

+oo
/ e dy =
0

1. 5, 55 15, 15 15 15\ 15
li s g4 Y3 Y2 Y. =Y —2y =)= ==
Yoo (( 2V Ty Y TV vyt
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2. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

JT
: [0 — R,z — .
f 10,00 - 224+ 1
Si ha .
VT ez 1
1’2+1 THeo 1’2 _(p% '

Essendo % > 1, l'integrale improprio & convergente.
Sia y > 0.
Si ha

lim
2 +1 y—+oo Jo 2 +1

+oo Y
/ VT dr = VT dr .
0

Poniamo /z = t; si ha z = t?; quindi % =2t;perx =0,si hat=0; perz =y,
sihat=,/y.

Si ha quindi
Y VY ¢ VY 2
/ Ve dx:/ 2tdt:2/ —_dt.
o 2241 o i1 o i1

Le radici dell’equazione complessa t* = —1 sono
tg = g + z@,

= —¥2 42

to = —¥2 — 2

(= 2+ 2= (2 =2yt — (=2 +i 2 -

R (R s P Y
((t— g)%%)(ﬁ?)ﬂ %) = (V2 + 1)+ V2 1)
Esistono A, B,C, D € R tali che
2 At+ B Ct+ D

= + .
41 2 —V2 41 2+V2+1

Si ha
t2 = (At + B)(1* = V2t + 1) + (Ct + D)(#> + V2t + 1) .
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Quindi

A+C=0
V2A+B-V2C+D=1
A+V2B+C+V2D=0"

B+D=0
quindi

C=-4A

D=-B

V2A+B+vV2A-B=1"
A+V2B—A++vV2B=0

quindi
B=0
D=0
A=2
C=-¥2
Si ha quindi
t2 _ﬁ( t B t )
1 4 \2—V2t+1 2Vt +1)
Si ha quindi
VYo g2 2 [VY t t
2/ 4dt—\[/ ( - >dt—
o tr+1 2 Jo \£2—-v2t+1 #24+2t+1
V2 V2 2t — /2
22 Nog(t2 — V2t + 1) + = Arct
5 g( )ﬁ 8%
N
V2 2t 4+ /2
—(log(t?> + V2t + 1) + Arct =
(log( ) 7 e/ )O
ﬁ/”( t ¢ )dt_
2 Jo 2-V2A+1 24241
) Vi
V21, 22—-Vot+1 2% — /2 2 4+ /2
— | = log ———=—— + Arctg — Arctg ) =
2 |22+ 2t +1 V2 V2 7,
2 (1 —2 1 27 — /2 2 2
V2 ,log% +Amtgﬂ ,Amtgﬂ) .
2 \2 Ty+v2yy+1 V2 V2

Si ha quindi
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5(1 y—V2/y+1 2/ — V2 2 3
lim £ flog%—i—Arcth—Arcth —
ytoo 2 \ 2y V2 G+ 1 V2 V2

\/§ T \/5

Tty =g

3. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

r—1
o1 — R,z — .
Ji 1400l — R — S
Si ha
r—1 x
P T R

Quindi 'integrale improprio & convergente.

Si ha Yoo o1 v o

/1 x3+xdx:ygl}rloo o x?’—l—xdz'
Sia y > 0.
Si ha

23+ x=x(2?+1).
Esistono A, B, C € R tali che
r—1 A Bx+C

B4z =z 241

Si ha
r—1=A(2?>+1)+ (Bx + O)x.
Per x =0 si ha —1 = A; quindi A = —1.

Si ha quindi

x—1=—22—1+ (Bx+ O)z; quindi
2?2 + z = (Bz + C)z; quindi

z(z+ 1) = (Bz + C)x; quindi

x4+ 1= Bz + C; quindi
B=10=1.

Si ha quindi
z—1 1 z+1

Brr oz 2241

Si ha quindi 1y ;31130 dx = fly (—% + &?2—:11) dx =

I <—% + %mfil + —ﬁlﬂ) dr = [~ logz + £ log(z? + 1) + Arctg ac]zl} =
—— y
[— logx + log v22 + 1 + Arctg xﬁj = [log % + Arctg m}
1
log v+l + Arctg —log V2 — T

Y
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z3+x y

0+2%—logv2—2=72—1log2.

Si ha quindi 1+°° 2L dr = lim, 4 <10g Vi + Arctg —log v/2 — Z) =

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

z+1
: 10, — R,z — ——.
£ 10,400 — R —
Si ha
rz+1 T
348 T3 T 2

Essendo 2 > 1, 'integrale improprio & convergente.

Si ha N y
> 1 1
/ x3+ dr = lim / m + dx .
0 5+ 8 y—+oo Jo 3+ 8
Sia y > 0.
Calcoliamo foy ;’33118 dx
Si ha

24+ 8=(x+2)(2* —22+4).
Esistono A, B,C € R tali che

r+1 A n Bx+C
3+8 x+2 22-2x+4°

Si ha

r+1=A2?+22+4)+ (Br+O)(z +2) .
Per 2 = —2 si ha —1 = 124; quindi A = — L.
Si ha quindi
r+1=—3(2% =2z +4)+ (Bx + C)(x + 2); quindi
122 + 12 = =22 4+ 22 — 4 + 12(Bz + C)(x + 2); quindi
22 + 10z + 16 = 12(Bx + C)(x + 2); quindi
(x4 2)(x +8) = 12(Bz + C)(x + 2); quindi
x + 8 =12Bx + 12C; quindi

12B=1¢12C =8; quindi B= 15 ¢ C = 3.
Si ha quindi
z+1 11 1 z+8

x3+8*_ﬁx+2+ﬁx2—2x+4'

Si ha quindi

VY41 VU1l 1  z+38
dx = -+ - ) dzx=
o x3+8 0 12242 1222 -2z +4
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1 16 +2 20 -2 1Y
— (=1 2) 41 22 4 Arct =
12[ 0B(@ +2) Flog Vo — 2w d - e Arct 16—4}0
y
1 Va2 -2z +4 xz—1
— |log ————— Arctg ———| =
12 [og P + 3V/3 Arctg \/310
1 V2 —2y+4 y—1 1
— | log YX——2 "~ 4 3V3 Arctg =— — 3V3 Arctg(——=) | =
12( e T 8775 8( ﬁ)
L P —ay+i y—1 3
— [ log —F— + 3V3 Arctg =—+ — — .
12<0g R L v s
Si ha quindi
+oo 1
/ x3—|— de =
0 x3 4+ 8
. 1 V2 —2y+4 y—1 /3
1 — [log ¥—F— +3V3Arctg =— — —
y—y-sr—loo12<0g y+2 +3V3 Arctg V3 2 "

1 T V3 1 3
— -+ — = —2 = —.
B (3\/324- 5 7r) 2 V3 6 s

5. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

1

f:[07+00[—>R7.T—> m .

Si ha
1 1
B e
Essendo 3 > 1, l'integrale improprio & convergente.
Si ha

o1 Vol
/ ———dr=lim / ————dx .
0 3 +2 y—+oo Jo 342

Sia y > 0.
Calcoliamo foy ﬁ dz
Si ha

2242 = (x4 V2)(2® — Y2z + V4) .
Esistono A, B,C € R tali che

1 A n Bx+C
B+2 x4+ Y2 22— r+ V4

157
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Si ha
1= A(z® + V2x + V4) + (Bz + O)(z + V2) .

Si ha quindi

A+B=0
—V2A+V2B+C=0 ;
Va+ 20 =1

quindi

A=-B
V2B+ 2B+C =0 ;
—V4B+VC =1

quindi
A=-B
{ C=-2Y2B ;
—Va+20=1
quindi

A=-B
292B+C =0 ;
—V4+2(-292)B=1

quindi
—2V/4B =1
A=-B :
C=-2V2B
quindi
_ 1
B = 713sqrt[3]4
_ 232
C=3
Si ha quindi

11 1 1 z—2v2
B +2  3Ydx+ 2 342w+ V4

Si ha quindi

/ﬁ 1 dx_/ﬁ 11 x—2V?2 e —
0 T3+2 0 3Vdx+ 2 3V4a?— ox+ V4
1

3V1
Y PR N S LA NS ek £
llog(a:Jr\[?) log V2 4 V4 ml\ tgmlo

1 z+ 2 332 20 — /2"
= —~ |log — + = Arctg —=—=1| =
3VA | T V22— Y2+ V4 V32 V3V2 |,
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1 /2 2y — 2 1
——~ | log y+ V2 +iArctgy73\[—iArCtg(—f) =
3V/4 ViR =2y + V4 V3 V3V2 V3 3
3 3
y+ /2 B et X V23 77> .

1
3V (bgm N RV TR 1]

Si ha quindi
+oo 1
[t
0 3+ 2
1 V2 3 2y — v/2 3
lim S log y+ V2 +7Arctg973\[+7i =
y—+oo 3y/4 y:—y+ V4 V3 V3V2 V36
1 (37T+ 7r> 1 2 /2
— | =t —= | =—=—F=1=—=7.
3VA4\V32 2v3) 3Y4V3 3V3

13.5 Integrali impropri su intervalli aperti

Esercizio. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

1. f0+oo log z dx;

2 1
23 (z—1)(2—=) de

Risoluzione.

1. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione
f:[0,400[— R,z —> logzx .
L’integrale improprio € convergente se e solo se sono convergenti gli integrali
. .orl +o00
impropri [ logzdz e [ logxdz.
Consideriamo | 1+°° log 2 da.
Si ha logx %, 100 1.
Quindi 'integrale improprio f1+oo log x dx & divergente positivamente.
Quindi l'integrale improprio f0+oo log x dx non & convergente.
2. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

1
CEDEDR

2 — Rz —

L’integrale improprio & convergente se e solo & convergenti I'integrale improprio

3
su un intervallo limitato aperto a sinistra [ 2 m dz e di f[]1,3] e se
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e convergente l'integrale improprio su un intervallo limitato aperto a destra

2 .
Js w7 de di 11521

3
Consideriamo [ ? L

Y/ (z—1)(2—x) dz
Si ha
1 _ 1

—_—— Y, 1 —_ .
3(e—1)(2—x) =1 Y (z—1)1 (9371)%

3
1 5. . . 5 1 N
Essendo 3 < 1 I'integrale improprio f1 EVCEyIes] dx € convergente.

1

S S
Ve "

o 2
Consideriamo [
2

Si ha
1 1

[ — L =
Vane—o P10 oo

Essendo % < 1 l'integrale improprio f §2
2

1
EEPED)

Quindi l'integrale improprio assegnato & convergente.

dx & convergente.

. Esercizio. Dire se il seguente integrale improprio & convergente e, in caso

affermativo, determinarne il valore:

+oo
1
—dx .
oo 1+t

NB 1. Si pud utilizzare la formula [ -%t0—dy = alog+/22 +px +q +

2pa+
2b—pa Arct 2z+p d 2 4 IO e
Vo rctg Via—r? +c, dove p© —4q < 0.

Risoluzione.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

1

f:}_oo,—i‘oo[—)R,x—) m .

L’integrale improprio assegnato € convergente, se sono convergenti gli integrali
. . oo 1 d 0 1 d
1mpropri fO 132 T € ffoo 132 Z.
Si ha
1 1
THa® Trz—too 3T

1

Quindi l'integrale improprio f0+oo 27

Si ha

_1 o 1
1+:E4 T—>—00 gd-

dx e convergente.

_1

Quindi l'integrale improprio fi)oc Tt

dx € convergente.

Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.
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Determiniamo il valore dell’integrale improprio. Si ha

e v teo g
——  _dr = —d —d
/_OO 1+24 % /_001+x4 w+/0 1124

Calcoliamo [ ﬁdﬁ

Per fattorizzare il polinomio z*+1 determiniamo le radici complesse di z* =

Siha|—1=1emw € arg(-1).

y

T2 T3

Tenendo conto della posizione delle radici, si trova

SUO_I‘F\[Z,
xl——§+§i,
xgz—g—gi,
ngg—gi.
Si ha

Esistono A, B,C, D € R tali che
1 Axz+B Cx+D
*+1 22— \22 41 224V22+1
Per ogni z € R si ha
1= (Az + B)(2* + V2x + 1) + (Cx + D)(2* — V2z + 1) .

Si ha quindi
A+C=0
V2A+B—+2C+D =0
A+V2B+C—-\2D=0 "~
B+D=1

161
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cioe
C=-A
D=1-B
V2A4+V2A+1-B=0 ’
A+V2B+-A—-V2(1-B)=0
cioe
C=-A
D=1-B
2V/2A=—-1 7
2V2B =2

cioe

Qwa
I
w\»—‘wb—‘%‘ﬁ |
“f9

Si ha quindi
1 1 —V2r+2 1 V242
P+l 422 -\Pr+1 422422 +1

Si ha quindi

/’ 1 J 1/ V2x +2 Vor —2 J
—_— aQr = — — €Xr =
4+ 1 4 22+vV20+1 22—V2r+1
1 4-2 2z + 2
~ [ V2log /22 2r +1 Arctg ——— L=
4(\[Og 22+ V22 + +m rCtg\/m
442 2r — /2
2log\/22 —V2zx +1 Arctg =———= C =
(V2log /i — 2 +¢Z_2rcg¢z_2>+
1 2 4+V22+1 2 2+v2 2 2r — /2
— \/§IO 7+—Arct 777A1"Ct —_— JrC:
4( N Va1 V28T A R A
2 _
V2 V2l 2w V222
4 22 —2zr+1 V2 V2

Per ogni y € R si ha quindi
Yol
—_— d =
/0 A1

y
V2 22 4+2zx+1 21 + /2 2r — /2
— |log4{/| ————— + Arctg ——— — Arctg ——— | =
4 & 22 — 2241 & V2 8 V2
0
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V2 Y2 +V2y+1
4 Y2 — 2y +1
2 2 2y — /2
V2 V2
V2 V2

2 242y +1 2 2 2y — /2
V2 V2L VR 2 V2
4 Y2 — 2y +1 V2 V2
Si ha quindi
+oo 1
[T -
0 zt 41

2 2 2 1 2 2 20 — V2
i Y2 [10g LTV e V2 g V2
y—too 4 y2—V2y+1 V2 V2

ﬁ(z z):@

1 \27 3 i

Arctg — Arctg1 — Arctg(—l)) =

Per ogni y € R, y < 0 si ha

2 2 2 1
[ Arctg 1+ Arctg(—1) — log m—
4 Y2 — 2y +1

2 2 2y — V2
Avetg V2 Amtgyf> _

V2 V2
N TN i N R RN el e
4 Y2 —V2y+1 V2 V2

Si ha quindi
o1
— dr=
/,OO 1"

2 2 2 1 2 2 2y — /2
fm Y2 [ gog [V AL V2 V2
y=—co 4 Y2 — 2y —1 V2 V2
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2+2

V2 moomy V2
T2< ):427r

Si ha quindi

/*“’Old _V2_ V2 V2
LL‘4—|—1 Z‘—47T 47T—27T'.

— 00

13.6 Integrali impropri su intervalli privati di punti

Esercizio. Dire se il seguente integrali improprio e convergente e, in caso affermativo,
determinarne il valore:
1
1
/ —dx .
1T

Risoluzione. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo privato di punti
della funzione

1
f:-11]-{0} —m R,z — —.
x
L’integrale improprio € convergente se e solo se sono convergenti gli integrali impropri
0 1 11
f71 ;dx e fO gd.r
L’integrale improprio fol % dx ¢ divergente positivamente.
Quindi 'integrale improprio fil % dx non é convergente.

Esercizio. Dire se il seguente integrali improprio & convergente e, in caso affer-
mativo, determinarne il valore:

L7
——dz .
-1/ |zl
Risoluzione. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo privato di punti
della funzione

Frn {0} — Ryw —s —

N

L’integrale improprio & convergente se e solo se sono convergenti gli integrali impropri

0 1 1 1
——d ——dzx.
Jvgmdne Jo g de
Si ha

1 1
1 1
——dxr = / —dx .
/0 Vzl 0o x%
Essendo % < 1, l'integrale improprio fol \/%T dx € convergente.
x
Analogamente si vede che l'integrale improprio fi)l ﬁ dx e convergente.
xr

Quindi 'integrale improprio fil ﬁ dx & convergente.
x



13.6. INTEGRALI IMPROPRI SU INTERVALLI PRIVATI DI PUNTI
Si ha

1

1
dr = lim
/0 V7

1 1 x% '
—dx = lim/ 2 dxr = lim
y—0 y T2 y—0 y

T =
y—0 5 ’
2 1lim (1 — =2.
lim(1 — /y)
Analogamente si vede che
0
1
der =2.
/71 Vx|
Si ha quindi
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