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Introduzione

Gli esercizi risolti qui di seguito sono stati assegnati alle prove scritte del Corso di Analisi Mate-
matica I, Corso di Laurea in Ingegneria Civile e Ambientale, durante gli anni 2002-07. Lo scopo
di questa raccolta ¢ dunque quello di permettere allo studente di verificare il livello della sua pre-
parazione in vista dell’esame, non tanto quello di proporre un libro organico di esercizi; per questi,
si veda la lista riportata in bibliografia.

Alcuni esercizi sono piuttosto ripetitivi; cio ¢ dovuto al fatto che leggere variazioni di uno stesso
testo erano assegnate contemporaneamente in occasione di una stessa prova scritta. Abbiamo
preferito lasciarli, in modo che lo studente desideroso di impratichirsi possa, una volta vista la
risoluzione del primo, risolvere da sé gli altri.

Numerosi grafici completano le risoluzioni; la grandezza delle figure é stata ridotta al minimo
per questione di spazio.

Ringraziamo Stefano D’Angelo per averci segnalato alcuni errori ed imprecisioni in una versione
precedente.

Ferrara, 20 gennaio 2009

Andrea Corli, Alessia Ascanelli
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Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Fattoriali e binomiali

1.1.1 Calcolare

Risposta.
(a) 210;

) %

1
(0 —

(d) (n—1).

1.1.2 Calcolare

Risposta.

(a) 165;
(b) 35;
(c) 190;
(d) 120.
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1.2 Progressioni
1.2.1 Calcolare
(a) Y "
k=0

n

1
(b) Z (log 3)F

k=0
n 1— qn+1
Risposta. Basta applicare la formula Z q" = q_a valida per q # 1.
- q
k=0
n+1

e —1

“ oD

(log3)"*t* — 1

) (log3)*(log3 — 1)

1.3 Massimi, minimi, estremo superiore e inferiore

1.3.1 Dire se i seguenti insiemi hanno massimo o minimo e, in caso affermativo, calcolarli:

) A= (_Sa 1] U (072}7 B = (_007 1} N [1’+OO)
b) A=[0,1)U[2,3), B=(—00,3)N[2,4)
) A= (70073} N (71,4*00), B = [173} U (274)
) A= (-00,1)U(1,+00), B=0,4]N(0,3).
Risposta. Si ha:
(a) max A =2, min A non esiste; max B =min B = 1;
(b) max A non esiste, min A = 0; max B non esiste, min B = 2;
(c¢) max A =3, min A non esiste; max B non esiste, min B = 1;

(d) non esistono max A, min A, max B, min B.

1.3.2 Dire se i seguenti insiemi hanno massimo o minimo e, in caso affermativo, calcolarli:

)
)

(c) C:{—ﬁ; n=12...}
)

(d) D={Z5; n=12,...}.
Risposta. Si ha:
(a) min A non esiste, max A = 4;
(b) min B non esiste, max B = 1/e;
(¢) minC = —1/2, max C non esiste;

(d) min D =1, max D non esiste.

1.3.3 Disegnare sommariamente nel piano gli insiemi riportati qui sotto; trovarne poi estremo
superiore, inferiore, massimo e minimo (se esistono).

A = {(n,vn); n=1,23,..}

1
B = {<n,2n>;n0,1,2,...}
{(n,1—1>;n:1,2,3,...}
n
D = {(n i );n:1,2,3,...}.
n+1

Q
I
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MASSIMI, MINIMI, ESTREMO SUPERIORE E INFERIORE 3

Risposta. Vedi Figura 1.1. Si ha: supA = +oo, inf A = min A = 1, max A non esiste poiché A
non ¢ superiormente limitato; sup B = 0, inf B = min B = —1, max B non esiste pur essendo B
superiormente limitato; supC = maxC = 0, inf C' = —1, minC non esiste; supD = 1, inf D =
min D = 1/2, max D non esiste.

A B
5 1
4 B
05
3
> > [0 ] R T
2
-05
1
0 -1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X
c D
0 1
—0.2 » 0.8
—0.4 0.6
> >
-0.6 - 0.4
-0.8 R 0.2
-1 - 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X

Figura 1.1: Vedi Esercizio 1.3.3.
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Capitolo 2

Successioni

2.1 Definizioni e proprieta

2.1.1 Dire se le seguenti proprieta delle successioni {a,}, n > 1, sono vere (o false) definitivamente,
motivando la risposta:

() an = (—2)" > 10;
(b) an = (=1)"n > 0;
(c)
(d) a

Risposta.

1
pn = 1ogT<0

= 1047 > 1.

(a) Falsa, ma non definitivamente perché per ogni n dispari la successione {an} assume valori
negativi mentre per ogni n pari assume valori positivi;

(b) falsa, ma non definitivamente perché per ogni n dispari la successione {an} assume valori
negativi mentre per ogni n pari assume valori positivi;

(c) vera per tutti gli n € N, in quanto a, <0 se nTo o 1, condizione sempre soddisfatta;

1
(d) vera per tutti gli n € N, in quanto 10Y/™ > 1 equivale a = > 0.
n

2.1.2 Dire se le seguenti proprieta delle successioni {b,,}, n > 1, sono vere (o false) definitivamente,
motivando la risposta; specificare esplicitamente da quale naturale n la proprieta diventa vera
(o falsa):

100
b, =3" > —;
9
b, =3 —1logn < 0;
b, =2" — 100 > 0;
b, =e" —100 < 0.

Risposta.

(a) Definitivamente vera: 3™ > % sen > logg %, cio€ sen > 3;

(b) definitivamente vera: logn > 3 se n > €3, cioé se n > 21;
(c) definitivamente vera: deve essere n > log, 100, cioé n > 7;

(d) definitivamente falsa: €™ < 100 se n < 4, percio la proprieta & falsa per n > 5.

2.1.3 Sia € > 0; dire se & vero che vale definitivamente

1
(@) Tz <
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1
(C) m < €.

Risposta.

(a) Vero: basta chen > /1 — 1.

(b) Falso: la disuguaglianza vale solo sen < 1 —1.

¢) Vero: basta che n > (+ —1)2.
(c) .

2.1.4 Provare, utilizzando la definizione di limite, che

(a) lim log <1 + 1) =0
n

n—oo

1
(b) lim =0

n—oo 1 — n?
(¢) lim 2Y/" =1
(d) lim log (vn+1) =400 .
Risposta.

(a) Dato € > 0 si deve verificare che

1
log <1+ 7)‘ < € definitivamente, ovvero per n > N.
n

1 1
Risolvendo log (1 + f) <€ ossia 1+ = < ¢, siottienen > (e —1)"' = N.
n n

(b) Verifichiamo che per ogni e > 0 ¢

Si ottiene n > ve 1 +1=N.

(c) Sia e > 0; si deve verificare che |2V/™ —1| < € sen > N. Siccome 2'/™ —1 > 0 per ogni n, basta
risolvere 2Y/™ < e 4+ 1, da cui n > (logy(e +1))~! = N.

(d) Dato M > 0, si deve provare che log (v/n + 1) > M definitivamente. Risolvendo \/n+1 > eM
si ottiene n > (eM —1)? = N.

< € definitivamente, ovvero

1
1_7’”2 1<€S€TL>N,

n2 —

2.1.5 Calcolare, usando la definizione di limite:

(a) lim (n— /)

n—oo

(b) lim (n —n?).

n—oo
Risposta.

(a) Sihalim,_ . (n—+/n) = +o00; infatti, dato M > 0, la disuguaglianza n—+/n > M ¢ soddisfatta

2
1++IF4M
per n > (f) .

(b) Si ha lim, . (n —n?) = —oo; infatti, dato M > 0, la disuguaglianza n — n> < —M ¢ verificata

1+IF4dM
pern >

2.1.6 Provare che la successione a,, = n? + n diverge a +oo usando la definizione stessa di limite.
Risposta. Dato M > 0, si deve provare che an > M definitivamente. Risolvendo la disequazione di

—14++V14+4M
2

secondo grado n® +n — M > 0 si ottiene n > = N.

2.1.7 Sia {a,} una successione. Dire se ¢ vero o falso (motivando la risposta) che

n—oo

Risposta.

(a) Falso. La successione a, = (—1)" ¢ limitata tra —1 ed 1, ma non ha limite.
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2.1.8

2.1.9

2.1.10

1

(b) Falso. La successione an =1+ — ¢ tale che an > 1 per ogni n, ma il suo limite vale | = 1.
n

(c) Vero. Ogni successione monotona crescente ammette limite.

. 1 . o
(d) Falso. La successione a, = — & monotona decrescente ma il suo limite vale zero.
n

Provare che le seguenti successioni {a,} non hanno limite; trovare per ognuna di esse una
successione {b,} tale che lim,_,o anb, = 0:

an = nsin(g + nm)
ap, = logn - cos(mn)
an = (—=1)"(n — n?)
an =n+ (=1)"n.
Risposta.

(a) Poiché sin(5 + nm) = (=1)", si ha an = (=1)" - n: Tale successione non & limitata, quindi
non pud convergere. Se divergesse a +0o, allora tutti i punti della successione, tranne al piu
un numero finito sarebbero contenuti in un intervallo (M, +00), M > 0; questo non puo essere
perché per ognin dispari la successione assume valori negativi. Analogamente non puo divergere
a —oo; dunque la successione non ammette limite. Infine si scelga ad esempio b, = 1/n>.

(b) Si ha cos(mn) = (—=1)", quindi an, = (—1)"logn. Tale successione non ¢& limitata, e non
diverge per lo stesso motivo del precedente esercizio; dunque non ammette limite. Si scelga
b =1/ log;2 n.

. R . . . 1 .. .
(c) La successione & asintoticamente equivalente a (—1)"'n?, che non ha limite per lo stesso motivo

dei precedenti esercizi. Si puo scegliere b, = 1/n>.

(d) La successione non & superiormente limitata, quindi non pud convergere. Se divergesse a +0o,
si arriverebbe ad un assurdo ragionando come negli esercizi precedenti; dunque la successione
non ammette limite. Infine b, = 1/n2.

(="

Si consideri la successione a,, = n + pern=12,....

(a) Dire se ¢ limitata, monotona;
(b) calcolarne il sup, inf e, se esistono, max, min;

(¢) calcolarne il limite.

%, .... La successione é limitata inferiormente: n + % >
n—12> 0. La successione non ¢& limitata superiormente: fissato M > 0 si ha n+ % >n—-1>M
sen > M + 1. La successione & monotona; infatti

Risposta. Si trova a1 =0, az = 5, a3 =

_ 2n+1 .
_ 1 Rt D) sen part
An+4+1 — Qn =

1+ nz(:;fl) se n dispari.

2
Sen é dispari allora an+1—an, > 0. Sen épari any1—an >0 se 2 (7"71 > 0, dunque se n®>—n—1 > 0;

n(n+1)
risolvendo la disequazione si trova che questo é vero se n > 4; se n = 2 si verifica direttamente che

as — a2 = % > 0. Dunque {an} & monotona strettamente crescente. Inﬁne st ha: supa, = +00,

inf a, = mina, = 0, non esiste max a,, lim,_— o an, = +00.

Sia a, una successione di numeri reali, con lim,,_, ., a, = 0. Dire se le seguenti affermazioni
sono vere o false, motivando la risposta:

. 1 .
hmn_,oo . = +00;

Risposta.

(a) Vero, per le proprieta dei limiti;
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(b) wero, perché il limite della differenza di due successioni convergenti é uguale alla differenza dei
loro limiti;

(c) falso, il limite potrebbe anche non esistere: si consideri ad esempio la successione a, = (—5) ;

(d) wvero, perché ogni successione convergente & limitata.
. . . . ﬂ- ~
2.1.11 (a) Dire per quali k € N la successione n — sin (E . n) € convergente.

™
(b) Dire per quali n € N la successione k — sin (E . n) & convergente.
Risposta.

(a) Perk =1 la successione & identicamente nulla, dunque converge a zero; per k > 1 la successione
non ammette limite per n — —+oo, infatti: se n = mk, m € N, la successione é identicamente

nulla, mentre se n = 2mk + 1 la successione vale sin (%) #0;

(b) per ognin € N, limp_.o sin (% . n) =sin0 = 0.

2.2 Calcolo dei limiti
2.2.1 Trovare un asintotico delle seguenti successioni:

Vont +3n3 4+ 1
n + logn

n—/n

n+e "

logn —n

vn —logn

/2 4 pl/3 4

W s

(a)
(b)
(c)

Risposta.
Yot 3 11 2Y/3pY/8
~ = on;
() n + logn n "
() PV,

n+e " n

logn —n -n ]
(c) Vn—logn /n Vi,

n1/2—|—n1/3+1 nl/? B éf
nl/4 4 nl/s ~ nl/4 = n.

(d)

2.2.2 Calcolare i seguenti limiti:

(a) Tim 14+ nyn—n?2¥n
n— oo n
b) llm ———
R
— 1
(¢) lim 28"

n—oo \/ﬁ
(d) lim (vn—n)

n—oo

n
lim ——

© BTGy

(f) lim (2™ —e"37")

(g) Jim —

(h) Tim 3" sin(nm/2)

n—oo on
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2—n
@ Jlim ==
Risposta.
_n23 7/3

(a) Siha Lbnvnonyn  n’7_ —n*?, e lim (—n**) = —oo;

n n n—oo

1

(b) siha lim |1+ (=1)"n| = +oo0, dunque lim s = 0;

-1
(0) T e e fim Vi o

(d) si ha \/n —n ~ —n, percio il limite vale —oo;

(e) €1 —(2/3)" ~ 1, dunque si ha lim n

Jdim, T = oo

. . . 2\" . n . o Nneo—n
(f) poiché 2 < e <3, si ha lim (7> — lim (%) =0, e dunque lim (2 e " —¢e"3 ) =0;
n—oo e n—0o0 n—o0
e —2"
371
(h) il limite non esiste, perché la successione data & il prodotto di una successione divergente a +00,
3" /2", per una successione che non ammette limite, sin(nw/2);
2—n 2
e

e
(i) si ha che —— T ~ e e dunque il limite vale e.
e~ +en e+e "

~ (g) , percio il limite vale zero;

2.2.3 Calcolare

(a) lim,_o[nlog(n —1) — (n — 1) logn];
1

Vv == vn

v

Vnd —nyn+1

(b) lim,—

(¢) limy,— oo

Risposta.
(a) Si ha

log(n —1)" —logn™ ™! =log (n%ll) = log {(E> n] =log [(1 — l) -n} .
n n n

1\" _ 1\"
Inoltre lim (1 — —) =e ', dunque (1 — 7) -n — +00; pertanto il limite dato vale +00;
n

n—oo n

(b) Moltiplicando numeratore e denominatore per \/n + v/n + \/n — \/n si ottiene

Vitvntyn-—vn  vatvn

2/n 2/n ’

dunque il limite vale 1.

(c) Moltiplicando numeratore e denominatore per Vn3 + ny/n+1 si trova

Vn _\/ﬁ(\/n?+n\/n+l)’vn2+n2:_2

Vi3 —nyn+1 —n? —n?

che ¢é il valore del limite.

2.2.4 Calcolare

(a) lim naw
n—oo

(b) lim niosw.

n—oo
Risposta. Ricordiamo che x* = e*'°8% se 2 > 0.

logn

. 1
- = 0 allora limp—oo n2n = e® = 1.

. 1 logn R,

(a) Si han2n =e2n ; poiché lim,
. 1 logn . 1

(b) Si hanter =elen = e, dunque lim,_.oo nsn =e.
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2.2.5 Calcolare
1 n
(a) lim (2+)
n—oo n
1 1\"
b) L — 4+ = .
<>x@(2+n)

Risposta.
(a) Siha

(=) =R == ()]

poiché limp, .o (1 + ﬁ)% =e si halimp—oo (24 )" = +oo.
(b) Si ha
n-2
1 1\" 1 2\ 1" 1 2\ 2
(5+a) =Lz (+3)] —w@+n>]’

poiché lim, o (1 + %) - e st ha limy,_ o (% + %)n =0.
2.2.6 Si considerino le successioni definite qui sotto; dire se esistono i rispettivi limiti e, in caso
affermativo, calcolarli:

[ (n+1)/n  sen pari
(a) an = { 0 se n dispari

2n—1 sen >10
(b)b"_{l sen < 10
[ 3n/(n+1) sen pari
(c) en = { 3 se n dispari.
Risposta.

(a) Il limite non esiste: poiché lim,_ o "T“ =1, fissato 0 < € < 1 i termini di indice pari sono
definitivamente compresi nell’intervallo [1 — €,1 + €], mentre in tale intervallo non cade alcun

termine di indice dispari.

(b) La successione {b,} coincide definitivamente (n > 10) con la successione {2n — 1}, che diverge;
dunque lim,,_, oo b, = 400.

(c) Poiché limy, . ;—fl = 3, fissato € > 0 i termini di indice pari sono definitivamente compresi
nell’intervallo [3 — €,3 + €] e in tale intervallo cadono pure tutti i termini di indice dispari;

dunque lim, . ¢, = 3.

2.2.7 Dire se esistono i limiti delle successioni riportate di seguito e, in caso affermativo, calcolarli:

(-1)n
(a) lim =%
(b) lim 1+4n?

Risposta.

(a) Si ha che (:_z;" ~ # il cui limite ¢ 0; dunque la successione é infinitesima.

(b) Poiché (it)”fn ~ (=1)"n, il limite non esiste.

2.2.8 Calcolare per ¢ > 1 limTHoo z q

k=0
Risposta. Si ha
i =
k=0 q
dunque
_ ntl n( —n __
i L3 = o L )
n—oo q" n—oo q" (l—q) n—eo ¢*(1—¢q)  q—1

poiché g > 1.
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2.3 Altri esercizi

2.3.1 Dare un esempio di una successione
(
(b

a) convergente a 1 non definitivamente monotona;

) non limitata e non divergente;

(c) divergente a 400 non definitivamente monotona;
)

(d) crescente e convergente a —1 .

Risposta.

(a) anzl—&-#;

(b) an = (—1)"n;
(¢) an=n+(-1)";

1
d) an=—1——.
(@) a -

2.3.2 Vero o falso?
(a) Ogni successione monotona strettamente crescente ha sempre limite +o0;
(b) esistono successioni non crescenti che tendono a +oc.
Risposta.

(a) Falso: si consideri an = "1,

(b) Vero: ad esempio an =n + 2(—1)".

2.3.3 Trovare una successione {a,} che soddisfi le seguenti due condizioni:

(a) nan;O% 0, nlingo% = +o0;

. an . an
(b) nlin;o? +00, nlgr;() " 0;
(© Jim g = oo, lm g =0
(d) nangO lggnn =0, nh—{%ol:g%n = +00

Risposta. Si scelga ad esempio:

(a) an =n";
(b) an = nfn;
(c) an =e€";
(d) an, = (logn)?/3.
2.3.4 Si considerino a, b € RT.

2a+b—1

(a) Determinare a, b in modo che la successione a,, = (
a

n
) sia convergente.

(b) Disegnare nel piano cartesiano ab l'insieme delle coppie (a,b) del punto precedente.

Risposta.
) ) ) . . . 2a+b-1
(a) Si tratta di una successione geometrica di ragione ———— la quale converge quando —1 <
a
2 b—1
catb-1 <1, cioé nell’insieme
a

3a+b—1>0
a+b—1<0.

(b) Si tratta del triangolo di vertici A(1/3,0), B(1,0), C(0,1), esclusi i lati AB, AC, incluso il lato
BC.
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2.3.5

2.3.6

2.3.7

2.3.8

2.3.9

2.3.10

CAPITOLO 2. SUCCESSIONI

Sia {a, } una successione limitata con a,, > 0 per ogni n € N. Dire se le successioni di termine

1
generale —, ————, —— sono allora necessariamente limitate.
an 1+a, loga,
Risposta. La successione % non € necessariamente limitata: ad esempio la successione a, = % é

n
1

limitata, a, > 0 per ognin € N, ma ao =nmnoné limitata.

La successione ﬁ e limitata: se 0 < m < an < M alloral1+m <14+ a, <14+ M e dunque
1 1

1
+M = T¥a, = T+m-
. 1 N . . . . . . _ 1 s 7. .
La successione Toga, Mon e necessariamente limitata: ad esempio la successione an, = 1+ ¢ limitata,
n

. 1 o 1 o < o7- .
an > 0 per ogni n € N, ma ogan = — =n non é limitata.

1
log(1+1/n) ~ 1/n
Sia {a,} una successione convergente con a, > 0 per ogni n € N. Dire se le successioni di

termine generale P log(1 + ay,), log a,, sono allora necessariamente convergenti.
Gy —

Risposta. Sia {an} una successione convergente a l con an > 0 per ogni n € N; si noti che | > 0 per
il teorema della permanenza del segno.

1
-1

converge a 1, an, > 0 per ogni n € N, ma

non & necessariamente convergente: ad esempio la successione a, = 1 + %

1
anp—1

La successione -

=n diverge a +o0.
La successione log(1 + an) & convergente a log(1l +1).

é

La successione loga, mon é necessariamente convergente: ad esempio la successione an, = %

convergente a 0, a, > 0 per ogni n € N, ma loga, = —logn diverge a —c0.

Trovare due successioni {a, }, {b,} tali che
11
(a) Ap — 0+abn/_ﬁ 0 ) 44’+'5"_9'+00
an n

(b) an — +00, b, — —00, — — —00.

Risposta.

(a) Ad esempio an = 25, by = -1

(b) Ad esempio (utilizzando i reciproci delle successioni precedenti) an = n®, b, = —n.

. . . . . . q
Sia ¢ un numero reale e si consideri la successione {a,} definita da a; =1 e a,, = per
An—1
n > 2. Per quali ¢ la successione {a,} ¢ convergente?

Risposta. Si trova che a1 =1, a2 = q, a3 =1 e, in generale,

o — 1 sen dispari
"7 q sen pari.

Pertanto la successione converge se e soltanto se ¢ = 1, e il limite & 1.
Al variare del parametro a € R calcolare, quando esiste, il lim ((2a)" — a™).

n—oo

Risposta. Entrambe le successioni {(2a)"} e {a"} sono geometriche; pertanto si ha

“+o00 sea>%
1 sea =32
li 2a)" —a") = 2
nl—>rrolo((a) a”) 0 se—%<a<%
A seagf%.

Esiste un numero reale a > 0 tale che lim (3" — 2" —qa") =07

n—oo
Risposta. No. Infatti se a < 3 allora 3" — 2" —a™ ~ 3" — 4o00; sea = 3 st ha 3" — 2" —a" =

—2" — —o0; infine, se a > 3, si ha 3" — 2" —a" ~ —a" — —o0.



Capitolo 3

Serie

3.1 Convergenza delle serie

3.1.1 Dire se & vero che definitivamente
@ Y L0
k
k=1
9

n 1
b —_ > —.
(b) kz::lk(kJrl) ~ 10
Risposta.

(a) Si. Infatti la serie Y o | + ¢ divergente, cioé per ogni M > 0 esiste N tale che Zszl +> M.

Basta allora prendere M = 10.
(b) Si. Infatti

u 1 "1 1 1
k_lk(k—kl):;(k_k—kl)_ Tn+l
el—%ﬂ>%sen>9.
N
3.1.2 Per quale N si ha;EZNO?

Risposta. Sia sn = Y, _; % e si ricordi la maggiorazione s2n > 1+ 5. Si ha che 1 + 5 > 100 se

n > 198 e dunque basta prendere N = 2'%8,

3.1.3 Studiare la convergenza delle serie

o n!
0) (-
oL
(@ i(—m%
(€) 2 11;;17::4
(1) i_oj iy

13
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(i) i (e" + ;)n

n=0

Risposta. Nelle seguenti soluzioni verifichiamo anche la condizione necessaria per la convergenza di
o0

una serie, cioé: se la serie E an converge, allora lim,— o an = 0.

(a)

(b)
(c)

(d)

(¢)

f)

(9)

(h)

(1)

n=0

La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; applicando il criterio del rapporto si

vn+1 n!

. 1

ottiene ——— «  — = ——— —
(n+D! vn o \/n(n+1)

La condizione necessaria per la convergenza della serie non ¢ soddisfatta: lim, oo (1—e™") = 1;

trattandosi di una serie a termini positivi, essa diverge a +00.

n—oo 0, € dunque la serie converge.

La condizione necessaria per la convergenza é soddisfatta; applicando il criterio della radice si
2

V2 1 A
Vne —n—eo o < 1, e dunque la serie converge.

La condizione necessaria per la convergenza della serie non é soddisfatta in quanto non esiste
il limp oo (—1)" Y/n; si tratta di una serie a termini di segno alterno che risulta indeterminata
mn quanto lim, ... ¥n = 1.

ottiene

La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di
oo

1
E —, che converge.
n2

n=1
La condizione necessaria per la convergenza é soddisfatta; poiché la serie é a termini di segno

= decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.
n+n

alterno ed il termine

La condizione necessaria per la convergenza é soddisfatta; poiché la serie é a termini di segno

alterno ed il termine decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.

1
nlogn
La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di
3 Z %, che converge.

n=0
La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

oo 1 n
Z <§) , serie geometrica convergente.

n=0

3.1.4 Studiare il carattere delle seguenti serie

=1
(a)
o logn
= 1
b
(b) T;ng—t—bmn
- n 1
(c) Z(—l) Ve
n=1
. logn —/n
d et VT
(d) ; n+1
=1
<e> Z 3logyn
n=1

Risposta.
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o0 o0
. 1 1 . ) . ) . .
(a) Si ha E @ > E —; poiché la serie armonica diverge e la serie data ne é un maggiorante,
n n
n=2 n=2

anch’essa diverge per il criterio del confronto.

(b) La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

1
E —, che converge.
n2

n=1
(¢) La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; poiché la serie & a termini di segno
alterno ed il termine 7 decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.
n

) logn —+/n -1
(d) Si ha 1 N

stesso comportamento di — Z /3 che diverge a —oc.
n

n=1

; la serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo

oo

(e) Utilizzando la formula di cambiamento di base per i logaritmi si ha

logz n 1/ logsg 2 1
logon _ 9Togza — gloga(n™/ °83%) _ 1555 .
3 =332 =3 =nloss? ;
dunque
o0 oo
1 1
Z 3log2 n Z 1 <Aoo
n=1 n=1 n'oes?2
poiché log’% > 1 (serie armonica generalizzata).
3

3.1.5 Studiare il carattere delle serie

o0

W

1
() Z n+ logn

n=1

o0

(©) Y (=) (A +e™)

n=0
oo

(d) Zn—l—sinn.

2
= 14+n
Risposta.

(a) La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; applicando il criterio del rapporto si

m+1)2%+1  nl n?+2n+2 1 ,
CESH] "3 1 = I ~ > —n—oo 0, dunque la serie converge.

(b) La serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

Z l, che diverge.
n

n=1

ottiene

(¢) La condizione necessaria per la convergenza della serie non é soddisfatta in quanto lim,_o(1+
oo

e~ ™) = 1; la serie risulta indeterminata poiché ha lo stesso comportamento di Z(—l)".
n=0

(d) La serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

1
E —, che diverge.
n

n=1

3.1.6 Studiare la convergenza delle serie:

() Y
n=1

m3 L
2 (logn)™ -

Risposta.
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: — 1 — 1 A S
(a) Si ha E Togm < E —, che converge; dunque la serie data converge per il criterio del
n n
n=1 n=1

confronto.
(b) La condizione necessaria per la convergenza della serie & soddisfatta in quanto

lim (logn)™™ = lim e nloslosn _

n—oo n—oo

Applicando il criterio della radice si ottiene

1 .
—n—oo 0, dunque la serie converge.
logn

3.1.7 Studiare convergenza semplice e convergenza assoluta delle serie a termini di segno alterno

(@) > (1)"(n+e™)
— (="

(b) n;) n 4 2e~"

© 2D
= an+1

@ YT

Risposta.

(a) Poiché lim,_.o(n+ e ") = 400 la serie non converge semplicemente né assolutamente.

(b) Si ha che —2%+—= ~ L, e dunque la serie non converge assolutamente; converge invece sempli-
nt2e”n om0 0T
cemente per il criterio di Leibniz.

(c) Vale che n%ﬂ ~ n%, pertanto la serie converge assolutamente e dunque semplicemente.

(d) Poiché :2‘;11 ~ % la serie mon converge assolutamente; converge invece semplicemente per il
criterio di Leibniz.

ny/n
27l

3.1.8 Provare che la serie Z

n=1
Risposta. La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; applicando il criterio della radice

3/2 n/\3/2
nfmn n 1 .
st ottiene \/ on = % —n—oo 3 < 1, dunque la serie converge.

€ convergente.

3.1.9 Studiare il comportamento delle serie numeriche

o0

() Y C‘jf%)

n=1

(d) Z(‘U"ﬁ~

n=1
Risposta.
. . cos(2n)
(a) La serie converge assolutamente in quanto VI < =7

(b) La serie non converge assolutamente in quanto \/% ~ % St ha convergenza semplice per
n+e—"

il criterio di Leibniz.

(c) Si ha /n? (%)n — g < 1, dunque la serie converge per il criterio della radice.

Jun

(d) La serie non converge assolutamente in quanto ﬁm > 7 nll/g; essa converge semplice-

mente per il criterio di Leibniz.
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3.2. ALTRI ESERCIZI

3.2 Altri esercizi
3.2.1 Se una serie diverge a +o00 allora il suo termine generale non puo tendere a 0. Vero o falso?

Risposta. Falso, la serie armonica & un controesempio.

oo n+1

3.2.2 E vero che Z e

n=1

<17

Risposta. Si. Infatti

n
log k
o8 ¢ limitata.

kQ
k=1
log k log k 1
<Ce-5 <07k\/ﬁ’

3.2.3 Dire se la successione {a,} definita da a,, =
Risposta. La successione 1(\’%" ¢ limitata in quanto convergente (a0), dunque N
ek converge allora per il criterio del confronto; percio la successione {an} delle somme

La serie Y 77 | 5
parziali é convergente, dunque limitata.
> n
. o . q
3.2.4 Sia g > 0; discutere la convergenza della serie Z T —.
n=0 T4
q" q o
~ — =1 e dunque la serie diverge a
qn

= 4o00. Seqg>1, ¢
q T+

N | =

oo
Risposta. Se q = 1 si ha Z
n=0
q" -
~ e la serie converge (serie geometrica). Dunque la serie data
il > g ge (serie g ) q
e diverge a +o0 per q > 1.

n=0

400. Se0<g<1e T
converge per q € (0,1)

3.2.5 Calcolare la somma delle serie

) S e-var.

n=2
Risposta. In entrambi i casi si tratta di serie geometriche, la prima di ragione —1/4, la seconda 2—+/2;

entrambe le ragiont sono minori di 1 in valore assoluto, dunque le serie convergono. Ricordando che,

se lql <1,
> 1
n:7_1_
E =1 q,

n=2

si deduce che la prima serie converge a 1/20 e la seconda a 2(v/2 — 1)

3.2.6 Calcolare la somma delle serie

WE (55

n=0
o0
3n—1
(b) X ot
4n,+1
n=0
Risposta.
1 1 1 1 1 1 1
):Zf:oﬁ—z:ﬁo:oﬁ:@— T =3
1

1 — =

(a) Siha 3277, (

gn—1 1 3\
ZO:O anFl — 12 ZZO:O (Z) = 12 1-3

on

(b) In questo caso Y
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> /1 1
327 P he 1 i -
rovare cne la serie 7;1 (n n + 3

L 3 3
n+3 nn+3) n2

> & convergente e calcolarne la somma.

1
Risposta. Si ha — — ; la serie converge per il criterio del confronto asintotico
n

. 1
perché ha lo stesso comportamento di 3 E — . Per calcolare la somma basta osservare, come nelle
n
n=1
serie telescopiche, che:

3 R G R I M (R FTCR R

PR S S A WS U A WS SO S o1
273 \4 4 5 5) 7 72 3 6
3.2.8 Discutere al variare dei numeri reali a e b la convergenza della serie Y ° (% — %)

Calcolare la somma nei casi di convergenza.

Risposta. Si ha

> a > a— n+a
;(n_nle) z:: nn+1)

b - ) . ) . ) )
Se a # b si ha (‘;ﬁ ~ “nb, termine generale di una serie (armonica) divergente; se a = b si ha

(n+1)
b . . . . .
% ~ %, termine generale di una serie (armonica generalizzata) convergente. In tal caso la

serie di partenza si riduce alla serie di Mengoli:

— ( n+1>:“'

Mg

3.2.9 Dire per quali numeri reali a > 0 le serie seguenti sono convergenti:

Risposta.

(a) La serie converge se e solo se a > 1. Infatti se a > 1 si ha 1+ = ~ (1)", termine generale di
una serie geometrica convergente. Se 0 < a < 1 il termine generale tende a 1, se a =1 tende a
%; dunque in nessuno di questi due casi ci pud essere convergenza.

(b) La serie converge se e solo se 0 < a < 1. Infatti se a > 1 si ha limp—.0o “7" = 400, dunque la
serie non puo convergere. Se 0 < a < 1 la serie converge per il criterio della radice; se a =1 si
ha la serie armonica, divergente.

(¢) La serie non converge per alcun a. Infatti il termine generale della serie non tende in nessun
caso a 0 in quanto
+oo sea>1
lim (14a") =4 2 sea=1
nmee 1 se0<a<l.

(d) La serie converge se e soltanto se a = 0. Infatti il termine generale della serie tende a 1 se
a > 0.

3.2.10 Siano a, b, ¢ numeri reali positivi. Dire per quali valori di a, b e ¢ le serie seguenti convergono:
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na

1+nb

NE

(a)

n=1

o0 1
b)Y ———

o0 n

a
(C) Zm,per0<a<b<c.
n=0

Risposta.

(a) La serie data ha lo stesso comportamento di Y - nb%“’ serie armonica generalizzata che con-
verge se b—a > 1, ossia b > a+ 1, e diverge a +00 se b < a + 1. Dunque, per il criterio del

confronto asintotico, la serie converge per ogni a,b tali che b > a + 1.

(b) Si ha nai — ~ n% e dunque si ha convergenza se e soltanto se a > 1.
2y
n
. L . n n n . . . n N
(c) Poiché 0 < a<b<csiha bn“ﬁ ~ = (%) . La serie di termine generale (%) converge (&
una serie geometrica di ragione minore di 1); dunque converge la serie di partenza per il criterio

del confronto asintotico.

3.2.11 Sia {a,} una successione di numeri reali, a,, > 0.

(o) (o)
. . . 1
(a) Se la serie g a, converge, pud convergere la serie g —7
1+a,
n=0 n=0
o0
(b) Se la serie g a, diverge, puo la successione {a,} non avere limite?
n=0
Risposta.
(a) Poiché la serie ZZO:O an converge si ha lim,_—o an, = 0, dunque lim,_, ﬁ =1 e la serie
oo 1 N
2 on=0 T34, Mo puo convergere.

(b) Si. Si considert ad esempio la successione an, =2+ (—1)".
oo
3.2.12 Si consideri la serie geometrica Z q".
n=0
(a) E possibile scrivere una serie geometrica che abbia per somma %? Se si, quale?
(b) E possibile scrivere una serie geometrica che abbia per somma %?

1

Risposta. Ricordiamo che -7 ¢" = 1= se |q| < 1.
(a) Sihaﬁz% seq=—3.
(b) Invece 1%,; = % se q = —2, ma la serie geometrica non converge per la ragione —2; dunque non

1

esistono serie geometriche come sopra con somma 3

3.2.13 Si consideri la successione a,, = sin(nmw/2) + | cos(nn/2)|.

(a) Dire se esiste il lim ay,;

n—oo
o0
(b) dire se converge la serie g .
n=1
Risposta. La successione data assume valori 1;1;1;—1;1; ..., quindi lim,_.o an non esiste. Di con-

sequenza la condizione necessaria per la convergenza della serie non & soddisfatta: la serie non puo

convergere.
- 1
3.2.14 Studiare la convergenza della serie Z o pia per 0 < a < 1.
n=1
Risposta. La serie converge:
1 1

~
nl+o¢ _ nlfoz n1+o¢
oo
e la serie armonica generalizzata g —o converge poiché 1 +a > 1.
n

n=1
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Capitolo 4

Funzioni di una variabile

4.1 Domini e proprieta

4.1.1 Determinare i domini delle seguenti funzioni:
1—1logx
1
(b)
()
¢) —
V1 — a2
1
1 -
@ s (=57)
1
(f)
(g) arcsin(v/42?2 — 1 — 2)
(h) log (1 21— 43:2) .

1
(a)
r— a3
(d) Vaz—4x+3
V1 —log|z|
Risposta.

(a) (0,e) U (e,400);

(b) (=00, =1) U (=1,0) U (0,1) U (1, +00);
(¢c) (=1,1);

(d) (=00,1JU[3, +00);

(¢) (=1,1);

(f) (=e,0)U(0,¢)

@ [V3-%]0 [5 V3]

4.1.2 Calcolare il dominio di log(log(log (E)) edi /x —+/x.

Risposta. Nel primo caso, affinché la funzione log pit esterna sia definita occorre log(logz) > 0,
dunque logz > 1, dunque > e. Nel secondo, la radice esterna é definita quando x —+/x > 0, dunque
sex > 1.

4.1.3 Determinare i domini delle seguenti funzioni:

o a1

(b) arccos(2 — x2).

21
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Risposta.

(a) (—o0,—1]U[1,+00);
(b) [=v3, -1 U[1,v3].

4.1.4 Dire se le seguenti funzioni sono pari, dispari o né pari né dispari:

sinx —cosz .

(a) 1€;x
(b) ef”.— e
©) 7102
(d) = — 22
(e) 22 — 23
(f) e*+e®
g) x|x|
)

Risposta.
(a) Né pari né dispari;
(b) dispari;
(c) dispari;
(d) né pari né dispari;
(e) né pari né dispari;
(f) pari;
(9) dispari;

(h) né pari né dispari.

4.2 Grafici elementari

4.2.1 Disegnare approssimativamente i grafici delle funzioni

Risposta. Vedi Figura 4.1.
4.2.2 Disegnare un grafico approssimativo, senza svolgere calcoli, delle funzioni

(a) logz-sinz

(b) 1 —e Il

(c) 1—(x+1)2

(d) logx —x .

Risposta. Vedi Figura 4.2.

4.2.3 Disegnare approssimativamente i grafici delle funzioni

(a) 1/y/z, 1/z, 1/2% in (0,1]



4.2. GRAFICI ELEMENTARI

1-x-x° (x—2)3
5 100
0
50
-5
> > 0
-10
-50
-15
-20 -100
-4 -2 0 2 4 - 0 2
X X
1+x+cos(x) |x3|
15 70
60
10
50
5 40
> >
0 30
20
-5
10
-10
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0
X X
log(x)-e* 1-x2
-2 5
-3
0
-4
> >~ -5
-5
-10
-6
-7 -15
0 0.5 1 15 -4 -2 0
X X
e*~x sin(x-Tv4)
60 1
50
0.5
40
> 30 > 0
20
-0.5
10
0 -1
-4 -2 0 2 4 -5 0

Figura 4.1: Vedi Esercizio 4.2.1

x

23



24 CAPITOLO 4. FUNZIONI DI UNA VARIABILE

log(x)sin(x) 1-e X

X X
2
1-(x+1) log(x)—x
20 -1
0 -2
-20
-3
-40
> > -4
-60
-5
-80
-100 -6
-120 -7
-10 -5 0 5 10 0 2 4 6 8
X X
Figura 4.2: Vedi Esercizio 4.2.2
1xY2 17x, 1 e X e
107 \ 8
- — — 1/2
| \ 1/x C e
gt | 1/x ; /
‘\ — = 1 6 e /

X X
sin(x/2), sin(x), sin(2x) log(x/2), log(x), log(2x)
4 2
— — —sin(x/2)
3 sinx
— - —sin(2x)
2

— — —log(x/2)
-6 log(x)
— - —-log(2x)
-2 -8
-5 0 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 4.3: Vedi Esercizio 4.2.3.



4.3. FUNZIONI INVERTIBILI

(b) 61/2’ er, e2z

(¢) sin(z/2), sinx, sin(2z) in [0, 47]

(d) log(2z), logz, log(x/2) in (0, +o00) .
Risposta. Vedi Figura 4.3.

4.2.4 Disegnare in maniera approssimativa i grafici delle funzioni

(@) filz) =2% -1
(b) fo(z) = (z+1)* -
(c) fa(x) =|2* -1
(d) fa(x)=1-(z—1)°

Risposta. Vedi Figura 4.4.

x%-1 (x+1)%-1
3 8
6
2
4
> 1 >
2
0
0
-1 -2
=2 -1 0 1 2 22 -1 0
X X
21| 1-(x-1)?
3 2
25 o
2
-2
> 1.5 >
-4
1
05 -6
0 -8
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0

Figura 4.4: Vedi Esercizio 4.2.4.

4.3 Funzioni invertibili

25

4.3.1 Sia f la funzione definita qui sotto. Disegnare il grafico di f, provare che é invertibile, disegnare

il grafico della funzione inversa, calcolare esplicitamente la funzione inversa.

z se z € [0,1]

(a) f(JU):{Qxl se x € (1,2]
—T sexe[ ,O]

(b) f(x):{ -2z sex € (0,1]
€T SGI’G[*]-?O}

@ 1@ ={ 1y NrEhh

41 se z € [—1,0]
(d) f(x):{ 1+z/2 sexe(0,1].

Risposta. Vedi Figura 4.5.
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(a) La funzione é monotona crescente, dunque & invertibile con inversa

o se y € [0,1]
f (y)—{g(ly+1)/2 seZe(l,iﬂ

—y  seyel0,1]
—y/2 sey€[-2,0)
y sey€[-1,0]

2y seye€(0,1/2]

y—1 seyel0,1]
2u—2 seye(1,3/2]

(b) La funzione & monotona decrescente, ™ (y) = {
(c) La funzione & monotona crescente, f~*(y) = {

(d) La funzione ¢ monotona crescente, £~ (y)

(a) (b)

4 3
3 2
1 =g
) . <
> - - 0
1
-1
0 -2
-1 -3
-1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
(c) (d)
2 2
1 / 1 7
/ /
/ /
> 0 -~ 0 > /
e
7
e
_1 _1 z
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 4.5: Vedi Esercizio 4.3.1.

4.3.2 Si considerino le funzioni

x/2 sex>0

(a) f1(x)={ 2x se x < 0;

o ={ 21 w2

Disegnarne i grafici, calcolarne le funzioni inverse, disegnare i grafici delle funzioni inverse.
Risposta. Vedi Figura 4.6.

. = _ 2y seyZO
(a) S’Lhafl (y)_{ y/2 se y < 0;

. 1 ) 2y-2 sey>1

() Siha f;" () = { (y+1)/2 sey<—L

4.3.3 Dire in che intervallo del tipo (a,+00) & invertibile la funzione f(x) = x? + x; calcolare la
funzione inversa della restrizione di f a questo intervallo .

Risposta. Il grafico di f & una parabola di vertice V(—1/2,—1/4); la funzione f & dunque invertibile
-1 1+4
iz

in (—1/2,+00) perché in tale intervallo ¢ monotona crescente; si ha f~(y) =
y € [-1/4,+00).
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(@) (b)

2 - 2 7
/ /
/ /
/ /
1 y 1 ;
Vi /
/ /
>~ 0 = > 0 = /
_ - -7 7
-1F " -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 4.6: Vedi Esercizio 4.3.2.

4.3.4 Calcolare la funzione inversa delle seguenti funzioni f; specificare il dominio di f~!; disegnare
un grafico approssimativo di f e f~1:

(d) f(x)=1log(2+ 3x).
Risposta. Vedi Figura 4.7. Le funzioni sono tutte invertibili perché strettamente monotone; si ha:
1 3
(a) 1R — (0,400), f71: (0,+00) = R, 7' (y) = ELEZ,

(b) f : (7007 1/2] - [07+OO)7 f_l : [07 +OO) - (7007 1/2]7 f_l(y) = (1 - yQ)/2;

(c) fiR = (=n/2,m/2), 71 (n/2,m/2) — R, [ y) = BLEL,
(d) f:(=2/3,+00) =R, f1:R = (=2/3,+0c0), f1(y) = ey; 2.

4.3.5 Provare che le seguenti funzioni f sono invertibili e calcolare le loro funzioni inverse f—':

(a)
(b)

flz)y=-1+V1+z
flx)y=1-1—-x

Esistono punti in cui i grafici di * — f(z) e x — f~!(z) si intersecano? Se si, quali? Disegnare
i grafici di tutte le funzioni in modo approssimativo.

Risposta. Vedi Figura 4.8. Osserviamo che, se f & una funzione invertibile, il grafico di f(x) e quello
di ffl(w) sono simmetrici rispetto alla bisettrice del primo quadrante; i punti in cui i due grafici
eventualmente si incontrano sono dunque sulla retta y = x.

(a)

(b)

1l dominio di f é R; si tratta di una funzione strettamente crescente, dunque invertibile. Risol-
vendo y = —1 + /1 +  rispetto a x si trova la sua funzione inversa f~*(y) = —1 4 (y + 1)°.
Risolvendo il sistema y = f(z), y = = si trova x = —1 + /1 + z, dunque x = —2,—1,0 sono le
ascisse dei punti di interesezione.

Il dominio di f e R; si tratta di una funzione strettamente crescente, dunque invertibile. Risol-
vendo y = 1 — /1 — x rispetto a  si trova f~'(y) =1 — (1 —y)*. Risolvendoy = f(z), y =z
sitrovax =1— /1 —x, dunque = 0,1,2 sono le ascisse dei punti di interesezione.

4.4 Limiti

4.4.1 Calcolare, usando la definizione di limite e cercando un intorno centrato nel punto in cui si
calcola il limite,

(a) lim

a—5x — 2’

1
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@) (b)

Figura 4.7: Vedi Esercizio 4.3.4.

@ (b)

Figura 4.8: Vedi Esercizio 4.3.5.
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1
b) lim .
(b) lim ——
Risposta.
) . 1 1 ) ) 1 1
(a) Si ha limg_,s o5 = g per verificarlo, fissato € > 0 cerchiamo ¢ > 0 tale che |17 — g‘ <e€

sex € (b—10,5+0), x # 5. Risolvendo la disequazione ‘% — 1| < ¢, siottiene 2+ —— <

1
273

T+3¢
<24 1%5, Cloé 5 — % <zr<5H+ 13536. Poiché 13_%6 < 12—‘36 si sceglie 6 = 1_?_‘35‘ i
(b) Si ha limgy_1 %4-1 = %; procedendo come sopra, fissato € > 0 cerchiamo 6 > 0 tale che
%-!—17% <esex € (1—-6,1496), z# 1. Risolvendo %-Hié < €, si ottiene 71+ﬁ <
< —1+ 1%25’ ctoé 1 — lfge <zr<l+ lfze. Poiché 1;‘_; < 1f€2€ si sceglie 6 = 11625'
4.4.2 Calcolare, usando la definizione di limite, il lim; 14 -%5.
Risposta. Proviamo che lim; 14 -%5 = +oo. Fissato infatti M > 0 cerchiamo & in modo che
=3 > M sel <z <1+46. Risolvendo la disuguaglianza =5 > M si ottiene 1 < x <1+ ﬁ, da
cui delta = lel .
4.4.3 Calcolare
rsinz

(a)

m —
z—+oco 1 + 2

2
¢
( ) z—01 — %
log =
(d) lim —%
z—1e®r —e
( log(log x)
e
r—1+ 10g21'
Risposta.
. xrsinx sin x . sinx
(a) Perx — +o0, & T R ,exl{rfoo . =0;
_ 3
b e7n7z:—>—|—oosihaMNL e lim 1 =0;
(b) p ;

lim — —
1+ \/5’ IHJroo\/E

~ —x, dunque il limite vale zero;

(c) poiché per x — 0 st hal—e* ~ —x, ¢ T—es
—e

(d) introducendo il cambiamento di variabile x — 1 =y si ottiene
log x I log(y + 1)

li = .
] e(er=1 —1) y0 e(ev — 1)

1 1 1
Ma poiché per y — 0 ¢log(y+1) ~y ed e¥ — 1 ~ y, si ha che % ~ =, ed il limite vale
e(ey — e
1
e J
(e) il numeratore tende a —oo mentre il denominatore tende a 0 per valori positivi; dunque il limite
vale —o0.

4.4.4 Calcolare 1 limiti
() lim Vrlog(Vz)
(z —1)?

z—1sin(l — z)

(¢) lim

z—0— (E2

tgx

(d) lim z%e”
T——00
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1—=x
i
() P 2logx

)
arccos | —
(f) lim — 22

r—+oo arctgw

e3r —1
lim ———
() ;) log(1 — 2x)
r— T
h) L 2.
B) Jim o
Risposta.

(a) Posto \/x =y, si ottiene 1ir(r)1+ Vzlog(vr) = 1ir(r)1+ylogy =0;
T— y—

_1)2 2
(b) postoy=1—z, si ottiene lim (x ) — lim 2

= limy = 0:
z—1sin(l —z) y—0siny sy T
t 1
(c) poiche per x — 0 étgx ~ x, si ha lim B lim - = —00;
z—0— T x—0— I
Y
(d) posto —x =y si ottiene lim z'e” = lim - =0;
T——00 y——+oo eY
(e) postox —1 =y, si ha
1- — — 1
lim L — lim L :lim—y:_;
z—12logz  y—02log(l+y) v—0 2y 2

arccos <7> 0 /2
() lim r) _ arccosO _ m/2
z—too  arctgw w/2 w/2

(g) poiché per x — 0 si ha ¢3® — 1 ~ 3z e log(1 — 2x) ~ —2z, 4l limite vale —§;
(h) posto x — /2 =1y, si ha

™

im T2 g Y _ vy oo_
lim = lim = lim 2 = —1.
z—Z cosx  y—0cos(y+m/2) y—0 —siny

4.4.5 Calcolare
: 2 _ &4 .
(a) hIJIrl (\/x +2z — VvV +x>,

x——00
(b) 1221@ (f/a:?’ — 222 — /3 +$).
Risposta.
(a) Si ha:
\/a:2+2x— f/x“—!—x = =z

(b) analogamente:

9 1/3 1 1/2
Vadb =222 - Y3 +2 = 2 (1—7) —<1—|——2)
x T
2 1 2 1 2
(“g})‘(”@)}—‘g‘ggﬁ‘g‘

~ xT

4.4.6 Provare che le funzioni definite qui sotto non hanno limite per z — +oo:

(a) —

2+ sinx
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(b) logz - sinx
(c) x?sinz
(d) cos?x .
Risposta.
(a) Si consideri la successione xn, = (2n + 1)w/2;
(b) si consideri la successione xn, = nw/2;

(c) si consideri la successione x, = (2n + 1)mw/2;

(d) si consideri la successione n, = nm/2.

4.4.7 Calcolare i seguenti limiti destro e sinistro:

(a) lim _ BT

z—0+£ log(l + 1’2)
r—
b) I 2
(b) w—l»%li cos? x
: 1/z

© i o

(@) Tim arctg(1/x)
z—0+ {E2 ’

Risposta.

sin x 1

(a) Perx — 0% ¢sinx ~ x, log(1 + x?) ~ x2, percio si ha wl—i%li Tog(l + 27 = gclir(r)li .

(b) Con il cambiamento di variabile x — L. y si ha

_x 1
i 2= lim —Y = lim —%— = lim ~ = %o0;
e—Z+cos?x  y—O0+ cos?(y +m/2) y—O0tsin®y y—O0xy

1 . v Y .
(c) Posto — =y, si ottiene lim OB lim &= +o00, lim — =0;
T y—+oo Y y—+oo Y y——o00 Y

(d) Per x — 0%, arctg(l/z) — £n/2, mentre iz — 400, percid h%lj: arctg(1l/x) - % = too.
x z— x

4.4.8 Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

sin(2x)
(2) ilg%) 1—e3

. sin(2z)

(b) Ty 17— e

T 2x

. e€” —e€
@

T

lim ———
200 log(1 + z2)

. 2 _ .
(e) lim Sin SU2 sSinx

z—0 x4 —

. |sinz]
() Jm ——
(g) lim zel/®

z—0t

(h) limi arctg(e®) .

z—0
Risposta.
(a) Siha im(Qf) ~ —%, percio il limite vale —2/3;
— e xr

= 400,
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(b) poiché

‘1_631|7 1—e* sex<0

Tl -1 sex>0

il limite destro vale —2/3, quello sinistro 2/3; dunque il limite non esiste;

e®(1—¢")
x

(c) perxz — 0 ¢ ~ —e”, percio il limite vale —1;

1
(d) si ha ﬁ ~ —, percio il limite non esiste;
og T T
(e) sinz? — sinz sin &2 T sinx 1 d 1 limit e 1
e = . — . unque il limite vale 1;
e 2 -1 z z-—1’ q ’

(f) @ limiti destro e sinistro valgono rispettivamente +1, quindi il limite non esiste;
(9) postoy =1/x si ottiene
1/ e’
lim ze/* = i =
r—0+ y—+oo Y
(h) con i cambiamenti di variabiliy = 1/x e quindi z = €Y si ha

1 T
lim arctg(e®) = lim tg(e) = lim tgz = —;
a:l>0+ arctg(e®) y_{+oo arctg(e’) Z_{+Oo arctg z 5

analogamente, posto y = 1/z, per la continuita delle funzioni esponenziale ed arcotangente si ha

lim arctg(e%) = lim arctg(e¥) =0.
x—0— Yy——00
x
4.4.9 Trovare un asintotico per x — 0+ della funzione L
x+tg Jx
Risposta. Per x — 0 ¢ x +tg V/x ~ x + {x ~ ¥z, dunque un asintotico & \/x/x = x.
4.4.10 Calcolare il lim x%; dedurre il lim 2=
x—0+ x—0+
Risposta. Poiché cr =5 ¢ limg_oy ©82 = —00 si ha lime—o4 27 =0. Infine 7T = l/m%; dal

x

=

limite precedente e dal fatto che la funzione x= é positiva se x > 0 si ha limg_,04 7T = +00.

4.4.11 Calcolare lim (2z)3V7.

r—0+

Risposta. Si ha (2z)%V® = e3V=108(20) - yiché lim, .oy 3v/Zlog(2z) = 0, si ha lim, o4 (22)3V" =1
per la continuita della funzione esponenziale.

32?2
. 1
4.4.12 Calcolare limg_, o0 | 1 + — .
212
1 3x 1 202 3/2
Risposta. Si puo scrivere IETOO (1 + ﬁ) = zEToo <1 + %) :| , e ponendo 2z> =y si
ricava
1 Y 3/2
lim (1 + 7> } = 63/2 = e\/é.
y— 400 y
e~ %
4.4.13 Calcolare i due limiti lim —.
x—0 x
Risposta. Posto y = 1/x si ha
e w li ¥ =0
lim &5 = lim £ =3 Mot T
z—0+ T y—too €Y limy— _ o &4 = —00
e in conclusione
1 _1
lim = = 0, lim = .
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4.5 Asintoti

4.5.1 Calcolare, se esistono, le equazioni degli asintoti a oo delle funzioni
(a)
(b)
()

3z2 +1
11—z
wz _|_e—ac
2z + 3
22 —1
log |z| — 2z
_.1/3
@) G

Risposta.
(a) La funzione non ammette asintoti orizzontali, ma ammette un asintoto obliqguo a too di equa-
zione y = —3x — 3;

(b) la funzione non ammette asintoti orizzontali, ma ammette (solo a +00) un asintoto obliquo di
equazione y = 1/2x — 3/4;

(c) non esistono asintoti orizzontali né obliqui;

(d) la funzione ammette un asintoto orizzontale y = 0 per x — +00, mentre non esistono asintoti
orizzontali né asintoti obliqui per x — —oo.

4.5.2 Scrivere il dominio della funzione f(x) = x —2—+/x? — 2z; dire poi se f ha asintoti e, in caso
affermativo, calcolarli.

Risposta. Posto x* — 2z > 0 si trova che il dominio di f & (—o0,0] U [2, +00).
Non vi sono asintoti verticali. Asintoti orizzontali:
4 -2z
lim (x—2—\/z2—2x) = lim —m————= -1
z—+00 z—+oo p — 2 + \/m
lim ({E —2—y/z2 - 23:) = lim (—2z2) = —o0;

T— — 00 x—+00
pertanto la retta y = —1 é un asintoto orizzontale a +0o0 mentre non vi sono asintoti orizzontali a
—00. Per quanto riguarda gli asintoti obliqus
. r—2—+Vx? -2z
lim —mm = 2
r— —00 T
lim (a:—2— 2 —2x—2x) = — lim <x+2+\/m2 —Qw)
T— —o00 T——00
. x+2—x? -2z
= — lim (a:—|—2—|—\/m2 —2:5) —
x——00 r+2—Vz? -2z
. 6x 4 4
= — lim = -3;

Tr— — 00 21‘

percid la retta y = 2z — 3 & un asintoto obliquo a —oo.
4.5.3 Dire se la funzione f(z) = z(1 4 e~*) 4 logz ha un asintoto obliquo per z — +o0.

Risposta. Si ha lim f(=) =1, ma lim (f(z)—2)= lim ze *+ lim logax = 4+o00. Dunque

r—+oo I T — 400 T —+00 T —+00
l’asintoto obliquo non esiste.

4.6 Altri esercizi

4.6.1 Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere o false:

(a) ogni funzione continua é monotona;
(b) ogni funzione continua ¢ limitata;

(c) 1 limiti di ogni funzione continua esistono finiti.

Risposta.
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(a) Falso: si consideri f(x) = sinz;
(b) falso: si consideri f(z) = €%;
(c) falso: limgy— 400 © = 400.
4.6.2 Vero o falso?
(a) Ogni funzione periodica & limitata;
(b) ogni funzione f : R — R pari ha limite in 0.
Risposta.

(a) Falso: si consideri la funzione tgx;

(b) falso: la funzione

& pari ma non ha limite per x — 0.

1
4.6.3 Studiare la convergenza della serie >, <1 — cos ())
n

2
T
Risposta. Dalla formula 1 — cosx ~ > per x — 0, seque che

1 cos1 L1y ! er n 00
- —~ = | = = — — :
n 2\n om2 P ’

o0
. ) . ) 1
la serie data converge perché equivale asintoticamente a 3 E —-
n
n=1



Capitolo 5

Calcolo differenziale

5.1 Derivate

5.1.1 Calcolare le derivate delle funzioni

Risposta.

62 log? (1 4 z2)
3 2y)/ g .
() (log’(1 + %)) = 278 (L]

) (X " otgr—a(l+tg’a)
a tg2x ’

)
(c) (sin*(3 — 2:1:))/ = —4sin(3 — 2z) cos(3 — 2z);
() < e ) :em.xlogx—l;

zlog?

(e) (cos®(1— x2)), = 6z cos?(1 — z?) sin(1 — 2?);

) logx /_17x2+21210gx'
N z(1 —22)?

(9) (eH?)' — e (1 — 20);
(h) /_1+sinxfmcosx

1—|—51nx N (1+sinz)2

5.1.2 Calcolare
(a) D (x tg(l + 332))
(b) arcsm(l + 3z ))
) D 1+sinx
1—cos2x

D(log log(x + 1 )

35
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Risposta.
(a) D (ztg(l+2?)) =tg(l+2°) + 22%(1 + tg*(1 + z?));
. 3v) 9z° )
(b) D(arcsm(l + 3z )> = —m,

(c) D< 1+sinz ) __cosz(2+sinx)

1—cos2z sin® ’

1

(d) D(log(log(m + 1))) = GrDlog@ 1)

5.1.3 Calcolare
(a) D (2$2)

(b) Do
log” x

(c) D(:EQsina:)

(d) Dz*

(e) D[2%]

(f) D [(logw)s”]

(g) Dsin(e™*) .

Risposta.

(a) D (212) =2’ log2 - 2x;

x  logx—2

s

(b) D

log?z  log’z

(c) D (z*%"7) = g?sm® (2cosxlogx+2—$2x);
e e 97

(d) Dx* = a? (2 10g210gm+—>;

xT

(e) D [23m] = 23"3% log 2log 3;

(f) D [(logx)logz} _ (logx)bgz%;
(g) D sin (efz) e Tcogse—T.
¢ 1
5.1.4 Provare che per z € (0,1) vale D {g\(;llr(iim;;)} Sy

Risposta. Per x € (0,1) si ha

tg(arccos z) sin(arccosz) V1 —x?
rccos ) = =
& cos(arccos ) x

dunque f(z) = L, da cui il risultato.

5.2 Rette tangenti

5.2.1 Scrivere l’equazione della retta tangente al grafico della funzione f nel punto di ascissa

specificato:

(a) fx)=e", o =—1
(b) flr) = 2 =10
(© 1@) = g = /4
(@) f(a) = —
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5.2.2

5.2.3

5.2.4

5.2.5

5.2.6

5.3

9.3.1

Risposta. Ricordando che l’equazione della retta tangente al grafico di una funzione f(x) nel punto di
ascissa zo & data da y — f(zo) = f'(z0)(xz — x0), st Ticava:

(a) y=2z/e+3/e;

(b)) y=z+1;
(c) y=—2c+7m/2+1;
(d) y=2—=z/e.

Dire se le seguenti funzioni f sono derivabili nei punti di cui € indicata sotto 1’ascissa; scrivere,
se esiste, I’equazione della retta tangente in tali punti:

1

(a) f(xz) =+/3x —1, nei punti 1, 3

(b) f(z) = v/x + 1, nei punti —1, 1.
Risposta.

(a) In 1 la funzione f & derivabile e in 1 la sua derivata f'(z) = 2\/% vale 3v/2/4; Uequazione
— 3v2

della retta tangente ¢ dunque y — /2 = ==(x —1). Nel punto % la funzione mon é derivabile:
st tratta di un punto a tangente verticale.

(b) In 1 la funzione f & derivabile e in 1 la sua derivata f'(x) = vale l’equazione

1 I
33/(x+1)2 34’
3}%(:5 —1). Nel punto —1 la funzione non ¢ derivabile:
si tratta di un punto di flesso a tangente verticale.

della retta tangente ¢ dunque y — v/2 =

Nell’intervallo (0, +00) si considerino le funzioni f(z) = logx e g(x) = arctg x. Dire se vi & un
punto o in cui le rette tangenti ai grafici di f e g in (o, f(x0)), rispettivamente (g, g(zo)),
sono parallele.

Risposta. La tangente al grafico di f nel punto (zo, f(x0)) ha coefficiente angolare f'(xo) = 1/xz0 ,
quella al grafico di g in (xo, f(x0)) ha coefficiente angolare g'(x0) = 1/(1 + 23). Le due rette sono
1 1

parallele quando — = T2 cioé ©3 — xo + 1 = 0. Tale equazione non ammette soluzioni reali
X0 :L'O

perché il suo discriminante A & negativo; dunque non esiste il punto xo cercato.

Si considerino le funzioni f(z) = 222 e g(x) = x3. Dire per quale xy € R le rette tangenti ai
grafici di f, g nei punti (zo, f(z0)), rispettivamente (xq, g(xo)), sono perpendicolari tra loro.

Risposta. La tangente al grafico di f nel punto (zo, f(z0)) ha coefficiente angolare f'(xo) = 4z , quel-
la al grafico di g in (xo, g(xo)) ha coefficiente angolare g'(xo) = 3z3. Le due rette sono perpendicolari
quando 4xo - 3z = —1, cioé zo = —1//12.

Si consideri la funzione f(z) = 3. Dire in che punto x( dell'intervallo [0, 1] la retta tangente
al grafico di f nel punto (xo, f(x¢)) ha pendenza 1. Scrivere ’equazione di tale retta tangente.

Risposta. Il coefficiente angolare della retta tangente nel punto (x, f(x)) ¢ f'(z) = 32%. Siha f'(z) =1

1 1 ) 2
sexr = iﬁ; pertanto xo = —. Nel punto la retta tangente ha equazioney = x———=

1 1
V3 V3'3V3 3v3'
Si consideri la funzione f(z) = z? in [0,+00); scrivere I'equazione della retta tangente al
grafico nel generico punto (xq, f(xo)); scrivere equazione della perpendicolare a tale retta
passante per il punto (zg, f(z¢)); determinare il punto z( in modo che i punti di intersezione
di tali rette con I'asse x siano simmetrici rispetto a x.

Risposta. L’equazione della retta T tangente al grafico di f nel punto (zo, f(x0)) &y = xf + 2x0(x —

x0). L’equazione della perpendicolare N ¢y = xj — i
xo — %2, mentre N interseca Uasse x in xo + 2xs. Tali punti sono simmetrici rispetto al punto xo se
z0 _
0 —

(x — o). La retta T interseca l'asse  in

23, cioé se xo = %

Derivate formali

Calcolare formalmente
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) D

@ (1 (55))

Risposta.

e R

) D (@)@ = 121" (5@ ox 1) + o) =),
©) D =~

7
w0 (1 (5m) - (i) ey
5.3.2 Calcolare
(8) D(f(1+a+ g()))
(b) D(f(1+2)-9(1 )
(©) D(f(9(@) ~ gz +1)))
(@) D(f (wg(@))) -
Risposta.
() D(F1+ 0+ gla)) = P+ 2+ 9(0)) - (146 ()
) D(1+2) 91 =) = 1 +2) 901 =) = (1 +2)g (1~ )
() D((s6) - o+ 1) ) = 1 (o) = gl + 1) (¢0) — 2+ 1)
(@) D(F (2g(e))) = I (agla) - (o(a) + 25/

5.3.3 Calcolare D (f(x)g(w)h(w)) )

Risposta. D (@) =) = 5@ { (o (@)hte) + g(e)0'(0) ) 08 1(0) + a2 .

5.4 Derivazione delle funzioni inverse
5.4.1 Dire se la funzione f(x) = 23 & invertibile in R. In caso negativo specificare in quali intervalli

la sua restrizione lo é.

Risposta. Sia ha f'(z) = x*e®(x+3). La funzione f non ¢ monotona in R e pertanto non & invertibile
in R. E’ invece invertibile la sua restrizione all’intervallo (—oo,—3], in quanto f & ivi strettamente
decrescente, e la restrizione all’intervallo [—3,400), in cui f & strettamente crescente.

5.4.2 Si consideri la funzione f(z) = ze™*.
(a) Disegnare il grafico di f.
(b) In quali intervalli & invertibile?

(¢) Provare in particolare che f ¢ invertibile in 0 e calcolare la derivata della funzione inversa
f~1(y) nel punto y = f(0).
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-2 | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
X
Figura 5.1: Vedi Esercizio 5.4.1.
xe
1 ‘

Figura 5.2: Vedi Esercizio 5.4.2.

Risposta. Vedi Figura 5.2. La funzione ¢& invertibile negli intervalli (—oo,1], e [1,4+00) perché in
essi & rispettivamente monotona crescente, decrescente; in particolare, siccome fﬁl(O) =0, si ha

—1y/ 1
U O= 7 =

5.4.3 Si consideri la funzione f(x) = 23 + x. Provare che ¢ invertibile. Indicata con f~!(y) la
!/
(2)-

Risposta. Siccome f'(x) = 32°> +1 > 0 Va € R, la funzione f(x) & monotona crescente su tutto R,
1

funzione inversa, dire dove essa ¢ derivabile e calcolare poi f~1(2), ( f _1)

dunque ¢& invertibile. La funzione f~(y) & derivabile su tutto R, poiché (f_l)/ (y) = m; T =
x
() ed f'(z) non possiede zeri. Per calcolare f~(2) si dovra risolvere I'equazione z® +x —2 =0,
1 1
la quale ha come unica soluzione x = 1. Dunque ¢ f~*(2) =1, ed (ffl), (2) = [Z0) =71

5.4.4 Si considerino le seguenti funzioni f; determinare il loro dominio, motivare la loro invertibilita,
calcolare (1) (yo) nei punti yo indicati:

(a) f(z) =logz+e”", yo = f(1)
(b) f(z)=e"+Vr+1,y0 = f(1).

Risposta.

(a) Il dominio di f & (0,+00); f'(z) = i + 2ze” > 0, dunque f é strettamente monotona e percio

invertibile. Infine
1 1

OB

(b) Il dominio di f ¢ [—1,+00); f'(z) = e* + 2\/% > 0, dunque f é strettamente monotona e
percid invertibile. Infine

(f71) (wo) =

N |
(f )(yo)_ f’(l) - 64,27\1/5 :
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5.4.5 Provare che la funzione f(z) = z + arctgz ¢ invertibile e calcolare (f~1)’(0).

Risposta. Si ha f'(z) =1+ ﬁ > 0; dunque f é strettamente crescente, dunque invertibile. Inoltre
f(x) =0 se e soltanto se x = 0. Percio

5.5 Funzioni derivabili e non derivabili

5.5.1 Dire in che punti le funzioni definite qui sotto non sono derivabili, motivando la risposta:

Risposta.

(a) Non é derivabile in x = 0 perché D (sin |z|) = cos |z|- D(|z|), e |z| ha in zero un punto angoloso;
(b) non & derivabile in x = 1, perché la funzione ¥y ha in y =0 un flesso a tangente verticale;
(c) non & deriabile in x = 1 perché |y| ha in zero un punto angoloso;

(d) non & derivabile nei punti x = km, k € Z, cioé negli zeri della funzione y = sinz, dove si hanno

infiniti punti angolosi.

5.5.2 Disegnare i grafici delle seguenti funzioni; dire in quali punti sono continue e in quali sono

derivabili:
1 sex < —1 z+1 sexr< -1
fl)y=2 2* se —1<z<1 glx)=4 0 se —1<z<1
1 sex>1, T sex>1.

Risposta. Vedi Figura 5.3. La funzione f & continua su tutto R e derivabile per ogni x # £1; i punti
x = 1 sono punti angolosi. La funzione g é continua per ogni x # 1 e derivabile per ogni x # +1;

il punto x = —1 é un punto angoloso.
f g
3 2
2 1
) l—\/i -
0 1 -1
1 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 5.3: Vedi Esercizio 5.5.2.

5.5.3 Studiare continuita e derivabilita delle funzioni

2 sex>0

@ fw={ % iz

CcosS T sex >0
(b) f(x)—{ z+1 sex<O0

sex >0

© r0={ Er=p
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e~ sex>0
(d) f(x){o sex <0.

Risposta. Tutte le funzioni sono continue e derivabili in R\ {0} perché le loro restrizioni a (0, +00)
e (—00,0) lo sono; Rimane da considerare il solo punto 0.

(a) La funzione f é continua in 0 poiché limgy_oy f(z) = limz—o— f(z) = 0. Considerando poi i
limiti dei rapporti incrementali limp— o+ w st trova che fi(0) = fL(0) = 0, dunque f ¢é
derivabile in 0 con f'(0) = 0.

(b) La funzione f é continua in 0 poiché limy_.o4 f(x) = limg—o— f(z) = 1. Procedendo come sopra
si trova che fi(0) =0# 1= f"(0); dunque f non ¢ derivabile in 0, e 0 ¢ un punto angoloso.

(c) La funzione f & continua in 0 poiché limz_o+ f(z) = limg—o— f(z) = 1. Inoltre f1(0) =1 #
0 = f.(0); dunque f non ¢ derivabile in 0, essendo 0 un punto angoloso.

(d) La funzione f & continua in 0: limz—o4 f(x) = limz—o— f(z) = 0. Inoltre f1(0) =0 = f'(0);
dunque f ¢ derivabile in 0, con f'(0) = 0.

5.5.4 Si consideri la funzione f(z) = cotg(arcsinz). Stabilire il dominio, discutere la derivabilita,
calcolare la derivata.
Risposta. La funzione & definita per gli x € [—1,1] tali che arcsinz # kr, k € Z; il dominio é dunque
D =[-1,00U(0,1]. In D si ha

V1 —x2

sex € (0,1]
cotg(arcsinx) = Z
1—2a2
———  sex€[-1,0).
x
Pertanto, per z € (—1,0) U (0,1) si ha
e sex € (0,1)
f/(x) — 11,’2 V 11— 1:2
P sex € (—1,0).

5.5.5 Dare un esempio di una:

(a) funzione continua con un punto angoloso in z = 1;
(b) funzione convessa se x < 0 e concava se x > 0;
(c) funzione continua in (0,1) non limitata;

(d) funzione definita in R concava e negativa.
Risposta.

(a) Si prenda ad esempio f(z) = |z —1|;
(b) si prenda ad esempio f(x) = arctgx;
(c) si prenda ad esempio f(z) =1/x;
1
1422

(d) si prenda ad esempio f(x) =

5.5.6 Dare un esempio di una funzione continua in (—oo, +00)\ {0}, discontinua in 0, non derivabile
nei punti £1.

Risposta. Vedi Figura 5.4. Si prenda ad esempio f(z) = |z — 1| |z + 1| +sgnz.

5.5.7 Disegnare il grafico di una funzione f con f > 0, f/(0) < 0, f/(1) > 0. Scrivere una espressione
analitica di una tale funzione.
Risposta. Si prenda ad esempio f(x) = 2% —x + 1.

5.5.8 Disegnare il grafico di una funzione f concava, negativa, crescente. Scrivere una espressione

analitica di una tale funzione.

Risposta. Basta prendere f(z) = —e™".

5.5.9 Si considerino le funzioni f, g definite da:
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Ix=1|fx+1]+sgn(x)
4 \

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 5.4: Vedi Esercizio 5.5.6.

ae b sex >0
(a) f(x)—{ 1+22 sex<0

| a+sinbr sex >0
o) o) ={ T8 B0

dove a, b € R. Dire per quali a, b le funzioni f, g sono

e continue
e derivabili
e derivabili 2 volte.

Risposta. Entrambe le funzioni sono infinitamente derivabili in (—oo, 0)U(0, +00). Dobbiamo pertanto
studiare soltanto il loro comportamento in x = 0.

(a) Poiché f1(0) = a, f—(0) = 1, la funzione f & continua solo se a = 1 e per ogni valore di b ;
poiché fi (0) = —b, f(0) =0, & deriabile se inoltre b =0 ; pioché f1(0) =0, f”(0) =2, non
é derivabile 2 volte per nessun a, b ;

() f+(0) = a, f—(0) = 1, quindi g & continua solo se a = 1 e per ogni valore di b; f1(0) = b,
f2(0) = 0, quindi g & derivabile se inoltre b = 0; f7(0) = 0, f”(0) = 2, quindi g non &
derivabile 2 volte per nessun a, b.

5.6 Calcolo di limiti con la regola di de ’Hospital

5.6.1 Calcolare

r _ 3w
.
@) =2
(b) lim log(1 + €2*) — log 2
z—0 3z

. 7r
(c) xBI—Poo x - (arctgx — 5)

Risposta.

9. applichiamo la regola di de I’Hospital

(a) Il limite si presenta nella forma indeterminata del tipo §;

e troviamo
27 —3% - 2% log2 — 3" log 3

z—0t x z—0Tt 1

= log2 — log 3.

(b) Il limite & nella forma indeterminata %; applichiamo la regola di de I’Hospital e troviamo

2¢2®

2z\ _ =
lim log(1 + €**) — log 2 _ i 1t _ 1

z—0 3x z—0 3 3 ’
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(c) Il limite si presenta nella forma indeterminata oo - 0; portando il fattore x a denominatore e
applicando la regola di de I’Hospital si ha:

. T ) arctgr — = —z2
lim z-(arctgz — =) = lim # = lim —— =—
x—4o00 2 xr—400 = z—+oo 1 + ,’L‘2

x

5.6.2 Calcolare

22
.

(2) 250 sing — log(xz 4+ 1)
) e2z _ (1 + 17)2

(b) Jim ——5——

Risposta.  Entrambi i limiti sono nella forma indeterminata 0/0, le formule asintotiche al primo
ordine non sono direttamente applicabili in quanto siamo in presenza di differenze (e non di prodotti
o quozienti). Applicando due volte la regola di de I’Hospital si ottiene

2
2 2
(a) lim m = lim a — = lim — — =2
z—0 51nx—log( +1) z—0 CcOS T — =T z—0 —sinx + T
—(1 2 2z 1
() tim & AT, T UED) g g2
z—0 X xz—0 x z—0
. .ot —1
5.6.3 Calcolare, se esiste, lim .
r—04 xT
Risposta. Applicando la regola di de I’Hospital e ricordando che x® = e®°8% s ottiene
x
-1
lim £ = lim 2" (logz + 1) = —oo.
x—0+ x x—0+

5.7 Studi di funzione

5.7.1 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:
1
(a) xr2eT
z—1
) o
(c) z%e®
(@) (x—1)e2
Risposta. Vedi Figura 5.5.
(a) La funzione & definita per ogni x # 0; la retta x = 0 & asintoto verticale; per x — +00, l'asintoto

orizzontale ¢ y = 0, per x — —o0 non ci sono asintoti; in x = —2 c¢’é un minimo, il minimo
vale 62/4; la funzione & convessa, non ci sono punti di flesso;

(b) la funzione ¢ definita su tutto R; per x — 400, 'asintoto orizzontale ¢ y = 0, per © — —oo non
1
ci sono asintoti; in x = 3/2 ¢’¢ un massimo, il massimo vale 2—3; i x =2 c’eun flesso;
e
(c) la funzione & definita su tutto R; per x — —oo, 'asintoto orizzontale é y = 0, per x — 400 non

ci sono asintoti; in x = —2 ¢’¢é un massimo, il massimo vale 4/e*; il punto x = 0 & di minimo;
i punti x = —2 £+ /2 sono di flesso;

(d) la funzione é definita su tutto R; per x — —oo, l’asintoto orizzontale é y = 0, per x — +00 non
ci sono asintoti; in x = 1/2 ¢’¢ un minimo, il minimo vale —1/2e; il punto x = 0 & di flesso.

5.7.2 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:

(a) 2

(b) z logaj

(c) log(z +1) —
(d) arctg(1l — x) .
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1/(x%e¥) (x-1)/e*
10 0.5
8
0
6
> >
4
-0.5
2
0 -1
-6 -4 -2 0 2 0 1 2 3
X X
x2e* (x-1)e®
4 4
3
3
2
> 2 > 1
0
1
-1
0 -2
-4 -2 0 2 “1 0 1 2
X X

Figura 5.5: Vedi Esercizio 5.7.1

Risposta. Vedi Figura 5.6.
(a) Dominio: R; asintoti: y = 0 asintoto orizzontale per x — —oo; estremi: © = —log2 punto di
minimo; flessi: x = —log4; la funzione é convessa per x > —log4, concava per x < —log4;

(b) dominio: ]0,+oc0[; asintoti: x = 0 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o obliqui;
estremi: x = \/5/2 punto di minimo; la funzione & sempre convessa;

(¢) dominio: |—1,+o0[; asintoti: © = —1 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o
obliqui; estremi: x = 0 punto di massimo; la funzione é sempre concava;

(d) dominio: R; asintoti: y = Fr/2 asintoti orizzontali rispettivamente per x — +o0o; la funzione &
monotona decrescente, concava per x < 1, convessa per x > 1; flessi: x = 1.

5.7.3 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:

1 1

®) e
(c) log(1+x2)
(d) %+10g33

Risposta. Vedi Figura 5.7.

1 1 1

(@) 21— L
z xz—1 =z(1—2x)
x = 1 asintoti verticali, y = 0 asintoto orizzontale a +oo; estremi: x = 1/2 punto di minimo;
la funzione é convessa in (0,1), concava altrove;

; dominio: la funzione e definita per ogni x € R\ {0,1}; asintoti: x =0,

(b) sitratta di una funzione dispari; dominio: R; asintoti: y = 1 asintoto orizzontale a +o00, y = —1
asintoto orizzontale a —oo; la funzione é monotona crescente, concava per x > 0, convessa per
z < 0;

(c) si tratta di una funzione pari; dominio: R; la funzione non possiede asintoti; estremi: x = 0
punto di minimo; flessi: x = +1; la funzione & convessa in (—1,1), concava altrove;



5.7. STUDI DI FUNZIONE 45
XX x2—log(x)
5 5
4 4
3
3
> 2 >
2
1
0 1
-1 0
-3 -2 -1 0 1 2 0 0.5 1 15 2
X X
log(x+1)—x arctg(1-x)
1 1.5
0 1
0.5
-1
> > 0
-2
-0.5
_3 _1
-4 -15
-1 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2 4
X X

(d)

Figura 5.6: Vedi Esercizio 5.7.2.

dominio: (0,+00); asintoti: x = 0 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o obliqui;
estremi: x = 1 punto di minimo; flessi: * = 2; la funzione é convessa per x < 2, concava per
T > 2.

5.7.4 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:

(a) V1 —z—222
(b) w7

()

(d)

X

log x

z(2—x)e*

Risposta. Vedi Figura 5.8.

(a)

(b)
(c)

(d)

La funzione & definita in [—1,1/2], derivabile in (—1/2,1/2), ed & a valori positivi; il punto
x = —1/4 & punto di massimo; la funzione é concava; infine 1 punti x = —1, 1/2 sono punti a
tangente verticale.

La funzione é definita per ogni x > 0, derivabile per x > 0; non ci sono asintoti; il punto
x = 1/4 ¢ punto di minimo; la funzione é convessa; infine il punto x = 0 & a tangente verticale.

La funzione & definita in (0,4+00) \ {1}; = = 1 & asintoto verticale, non ci sono asintoti oriz-
zontali, lim, o+ f(x) = 0; il punto © = e ¢ punto di minimo; la funzione & convessa in (1,¢?),
concava altrove; il punto x = e* & di flesso.

La funzione & definita su tutto R; y = 0 ¢ asintoto orizzontale a +o0o; x = 2 — /2 & punto di

massimo, © = 2+ /2 & punto di minimo; la funzione & convessa in 33— V3,3 + \f3), concava
altrove; i punti x = 3+ /3 sono di flesso.

5.7.5 Studiare le seguenti funzioni e tracciarne un grafico approssimativo:

(a)

1
r—1— 22
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1/x-1/(x-1) X/(1+]x])
10 1
5 U 0.5
> 0 > 0
-5 -0.5
_10 _l
-2 -1 0 1 2 - -1 0 1 2
X X
Iog(l+x2) 1/x+log(x)
5 5
4 4
3 3
> >
2 2
1 1
0 0
-10 -5 0 5 10 0 2 4 6
X X
Figura 5.7: Vedi Esercizio 5.7.3.
12
(1—X—2X2)1/2 XX
1.5 3
25
1 2
> > 1.5
0.5 1
0.5
0 0
-1 -0.5 0 0.5 0 1 2 3
X X
x/log(x) x(2-x)e™*
4 1
3
2 0
1
> > -1
0
_1 _2 .
-2
-3 -3
0 2 3 4 5 -2 0 2 4 6 8
X X

Figura 5.8: Vedi Esercizio 5.7.4.
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Risposta. Vedi Figura 5.9.
(a) La funzione & definita in R; y = 0 & asintoto orizzontale a too; il punto x = 1/2 & di minimo;
la funzione & convessa in (0,1), concava altrove; i punti x =0, 1 sono di flesso.

(b) La funzione ¢é definita in R; y = 0 & asintoto orizzontale a +oo; il punto x = 1 & di massimo;
la funzione & concava in (0,2), convessa altrove; i punti x = 0, 2 sono di flesso.

1(x-1-x?) 1U(xP-2x+2)
0 1
08
-05
06
> >
0.4
-1
0.2
-15 0
=2 -1 0 1 2 -2 0 2 4
X X

Figura 5.9: Vedi Esercizio 5.7.5.

5.7.6 Studiare, senza esaminare la derivata seconda, la funzione f(x \/ , classificandone i
punti di non derivabilita.

Risposta.

(a) Siveda la Figura 5.10. Il dominio ¢ D = (=2, —1] U [1,400); si ha lim,— 4o f(x) = 400, non
vi sono asintoti obliqui. La retta x = —2 & un asintoto verticale da destra. La funzione f mnon
é derivabile nei punti +1, entrambi punti a tangente verticale; pit precisamente

S fOR) =) [ht2
FA) = lim S = i h(h+3)

, _ . f(=14+h)—f(-1 h—2
f=0 = lim h =M T

Si ha, per ogni x € (—2,—1) U (1, +00),

f’(:c): x + 2 x2+4m+1
2V 21 (zx+2)2

Pertanto f ¢ decrescente in (—2,—1) e crescente in (1, +00).

(P-1)/(x+2))2
3 T

25F
> 15F

05+ /
0 ! ! ! ! !

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 5.10: Vedi Esercizio 5.7.6.

5.7.7 Studiare le seguenti funzioni f e disegnarne il grafico. Dire se le funzioni f sono continue o
derivabili:
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Risposta. Vedi Figura 5.11.

(a) La funzione é definita in R\ {1}; x = 1 & asintoto verticale, y = 1 & asintoto orizzontale a +0co,
y = —1 & asintoto orizzontale a —oco ; il punto x = 0 é punto di massimo; la funzione é concava
in (0,1), convessa altrove; la funzione f & continua in tutto il dominio, derivabile per x # 0: in
x =0 si ha un punto angoloso.

(b) La funzione ¢ definita per ogni x # 0, ed & una funzione dispari; x = 0 é asintoto verticale, y = 1
é asintoto orizzontale a +o0o, y = —1 & asintoto orizzontale a —oo ; la funzione é crescente, ed
é convessa per x < 0 , concava altrove; la funzione f & continua e derivabile in tutto il dominio.

Ix[/(x-1) (Ix]-1)/x

4 2
2 1
> 0 > 0
-2 -1
-4 -2

-4 -2 0 2 4 -2 -1 0 1 2

X X

Figura 5.11: Vedi Esercizio 5.7.7.

5.7.8 Studiare la funzione f(x) = e”*~!I. Dedurne il grafico della funzione g(z) = e(!=2)17l,

Risposta. Vedi Figura 5.12. La funzione f é definita in R, positiva, continua in R perché composta
di funzioni continue, sicuramente derivabile se x # 1, e

2
e” 7% sex>1
=] €7 e

sex <1.

Da questa scrittura si deduce subito che limg— oo f(x) = 400, limg——oo f(x) = 0; non vi & asintoto
obliquo a +00, la retta y = 0 & asintoto orizzontale a —oo. Inoltre, se x # 1

Flz) = 2z — 1)exi_z sex>1
(1—2x)e" " sex <1.

Ne seque che x = 1/2 ¢ un punto di massimo relativo (con massimo ¥e) e x =1 & punto di minimo
relativo (con minimo 1). Per quanto riguarda la derivabilita nel punto 1 si ha, ad esempio usando la
regola di de L’Hospital,

(14+h)%2—(1+h) h2+h
’ . (& —1 . e —1
) = lim ~—— " — lim — =1
f+@) hivrg-!— h hi»rgl-;— h
A+r)-(1+h)? _ —h®—h _q
/ _ . e T (& 1.
frO =ty =i =

pertanto la funzione non & derivabile nel punto angoloso 1. Infine

f”(m) _ (4:52 —4x + 3)6’“”27:' sex > 1
(4a* — 4z — 1)e™® sex <1.

Dunque f ¢é convessa in (—oo, 1*2‘/5) U (1, +00) e concava in (1*2\/5, 1); il punto 1=v2 5 yp punto di

2
1/4

flesso in cui f vale e~

Si noti ora che g(z) = f(1 — z); pertanto il grafico di g si ottiene da quello di f esequendo dapprima
una simmetria rispetto all’asse y (x — —x) e poi traslando il grafico ottenuto verso destra di 1.
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exp(x|x-1[) exp((1-x)IxI)

3 3
2.5 1 2.5
2 2
> 15 1 > 15
1 1
0.5 0.5
0 0

-2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 3

X X

Figura 5.12: Vedi Esercizio 5.7.8.

5.7.9 Studiare la concavita e la convessita delle seguenti funzioni; calcolarne poi i limiti a o0 e

5.7.10

5.7.11

5.8

5.8.1

con questi dati tracciarne un grafico approssimativo.

(4 —x + 22/2)

1—3z+a%—2a3.

Risposta. Vedi Figura 5.183.
(a) La funzione é concava per x < 2/3, convessa per x > 2/3; si ha xl{r:iloo f(z) = too;
(b) la funzione é concava per x > 1/3, convessa per x < 1/3; si ha aEEIﬁ{lQQf(:E) = Foo;
(c) la funzione & concava per x < 2/3, convessa per x > 2/3; si ha ZEI:Itloof(:E) = too;

(d) la funzione é concava per x > 1/3, convessa per x < 1/3; si ha ligl f(z) = Foo.

Si consideri la funzione f(z) = logx — log(x — 1). Scrivere il dominio di f, studiarne gli
asintoti e la convessita.

Risposta. Dominio: (1,400); © = 1 asintoto verticale, y = 0 asintoto orizzontale; la funzione é
sempre convessa.

1
14
Risposta. Vedi Figura 5.14. Dominio. R; asintoti: y = 0 asintoto orizzontale per x — 400, y = 1

asintoto orizzontale per x — —oo; la funzione é monotona decrescente, x = 0 & un punto di flesso in
cui la funzione da concava diviene convessa.

Studiare la funzione (limiti, asintoti, massimi, minimi, flessi, convessita) f(x)

Altri esercizi
Studiare il grafico della funzione polinomiale f,(x) = 2 — x + a, con a € R. Per quali valori
di a la funzione f, ha un unico zero? Per quali valori di a la funzione f, ha tre zeri?

Risposta. Vedi Figura 5.15. 1l dominio di f, € R; al variare di a i grafici sono traslati verticalmente.
Se a = 0 la funzione & dispari. Inoltre fi(x) = 3z — 1 =0 se x = £+/3/3; dal segno di f. si deduce
che —v/3/3 ¢ un punto di massimo (con massimo relativo 2+/3/9 ~ 0.38), v/3/3 un punto di minimo
(con minimo relativo —2v/3/9). Si ha poi che fi(x) = 6z, dunque f & concava se © < 0 e convessa
se x > 0; il punto 0 ¢ di flesso. Infine limio fo(z) = £00 € non vi sono asintoti obliqui.

Posto f(z) = fo(z) = 2° — z, la funzione f, ha uno o tre zeri a seconda che lequazione f(x) = —a
abbia una o tre soluzioni. Ricordando i valori del massimo e del minimo relativo trovati sopra st
deduce che se a € (—2v/3/9,2v/3/9) allora Uequazione f(x) = —a ha tre soluzioni, se a < —2v/3/9 o
a > 2v/3/9) Vequazione f(x) = —a ha una sola soluzione.
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X3=2xP+x+1

15

X

X(4-x+x%12)

10

-5
-1

Figura 5.13: Vedi Esercizio 5.7.9.
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15

10

-2

100

50

-50

-100
-4

1/(1+e%)

1-X+X"-X

3

1-3x+x2—X

3

-2

X O

0.8

0.4

Figura 5.14: Vedi Esercizio 5.7.11.
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a=0 a=2+3"2/9
1 1
0.5 05
> 0 > 0
-0.5 -0.5
-1 -1
=2 -1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
X X
a=1 a=-1
2 1
15 05
1 0
> 05 > -0.5
0 -1
-0.5 -15
-1 -2
=2 -1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
X X
Figura 5.15: Vedi Esercizio 5.8.1.
. . . . 3 a+1 . .
Si consideri la funzione f,(z) = az” — x — 6a, con a # 0. Per quali a la funzione f,

5.8.2

5.8.3

5.8.4

ammette sia massimo che minimo? Studiare la funzione f;.

Risposta. Si veda Figura 5.16. Condizione necessaria affinché fo ammetta sia massimo che minimo
¢ che lequazione f,(x) = 0 abbia due radici distinte. Si ha

1
fa(x) = 3a2” — atl
2
Se a > 0 troviamo le due radici distinte x = + aa;l , sea < 0 abbiamo due radict distinte x = £ aﬁ—tl

a condizione che a < —1. Dal segno della derivata prima si vede subito che a tali valori corrispondono
un punto di minimo e un punto di massimo. Percio f, ammette sia massimo che minimo se a < —1
oa>0.

Poniamo poi fi(z) = f(x) = 2® —x — 6. Si noti che dalla regola di Ruffini z° —x —6 = (v — 2)(2® +
22 + 3). La funzione ha un punto di massimo relativo in —/3/3 e un punto di minimo relativo in
V/3/3; & convessa in (0,+00) e concava in (—oo,0).

Si consideri la funzione f(x) = 22v/a? — 22, dove a & un numero reale positivo.

(a) Studiare la funzione f (senza studiarne la convessita) e disegnarne il grafico.
(b) E derivabile (eventualmente solo da destra o da sinistra) la funzione f nei punti +a?

(¢) Far vedere graficamente come cambia il grafico di f al crescere del parametro a.

Risposta. Vedi Figura 5.17. La funzione & definita in [—a,a], & pari ed ha valori in [0, +00); i suoi
zeri sono x = 0, x = ta; i punti x = £+/2/3a sono di massimo; la funzione non ¢& derivabile in +ta,
dove si hanno flessi a tangente verticale.

b
Ricordando la formula del valor medio di Lagrange, —————= = f’(c), dove ¢ € (a,b),

trovare c nel caso:

(a) fx)=1-23,a=0,b=1
(b) f(x)=2*—-z,a=1,b=2
(c) flz)=1/2",a=1,b=2
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a=1 a=-1/2
5 10
5
0
> > 0
-5
-5
-10 -10
-2 -1 3 -3 -2 -1 0
X X
a=-2 a=-1
15 15
14
10
13
> > 5
12
0
11
10 -5
-1 -0.5 0 0.5 1 -2 -1 0
X X
Figura 5.16: Vedi Esercizio 5.8.2.
a=1 a=2
25 25
20 20
15 15
> >
10 10
5 5
. . [~
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0
X X
a=3 a=4
25 25
20 20
15 15
> >
10 10
5 5
0 0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0

Figura 5.17:

Vedi Esercizio 5.8.3.
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Risposta. Si ha:

(a) f'(c) = =1, quindi —3z* = —1 cio¢ x = £1/V/3, c=1//3 € (0,1);
() fllc)=2,22—-1=2,c=3/2;

(¢) f'(c)=~T7/8, =3/a* = —7/8, x = +£/24/7, c = ¥/24/7 € (1,2);
(d) f'(c)=-1/3, —(14+2)?=-1/3, c=+3 - 1.

5.8.5 Dare un esempio esplicito di una funzione definita in R:

a) crescente e concava

(
(b

)

) decrescente e convessa
(c) negativa e concava

)

(d) positiva e crescente

e disegnarne approssimativamente il grafico.

Risposta. Vedi Figura 5.18. Si prendano ad esempio:

(0’) _e—x},
(b) e
(C) —e” ;
(d) e®.
% e*
0 3
-0.5 25
-1 2
> -15 > 15
-2 1
-2.5 0.5
-3 0
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
X X
—e* e
0 3
-0.5 25
-1 2
> -15 > 15
-2 1
-2.5 0.5
-3 0
-3 -2 -1 0 1 -3 -2 -1 0 1
X X

Figura 5.18: Vedi Esercizio 5.8.5.

5.8.6 Dare un esempio esplicito di una funzione f derivabile ovunque tranne che nei punti 1 e —1.
Risposta. Si prenda ad esempio f(x) = |1 — 2?|.

5.8.7 Calcolare la retta tangente al grafico delle seguenti funzioni f nel punto (1, f(1)) e disegnare
un grafico approssimativo di tale retta. Calcolare poi la derivata seconda della funzione f nel
punto 1 e dedurne un grafico approssimato nell’intorno del punto 1:
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(a) flz)=e
(b) f(z) =log(2 + 2?)
() f(z)=sin(Z)
(d) fla)=e>"

Risposta. Vedi Figura 5.19. Si ha:

(a) tangente: y = —x + 2, (1) = 3, dunque f nel punto 1 ¢ convessa e il grafico sta sopra alla
retta tangente;

2
(b) y= g(:c — 1) +1log3, f"(1) = 2/9, f nel punto 1 & convessa e il grafico sta sopra alla retta

tangente;

(c) y=m(x—1), f'(1) = —m, dunque f nel punto 1 & concava e il grafico sta sotto alla retta
tangente;

(d) y=—2e%z +3e?, f"(1) = 22, dunque f nel punto 1 & convessa e il grafico sta sopra alla retta
tangente.

Figura 5.19: Vedi Esercizio 5.8.7.



Capitolo 6

Calcolo integrale

6.1 Primitive
Negli esercizi seguenti si sottintende che la costante di integrazione ¢ (o C) é reale ed arbitraria.

6.1.1 Siano f e G due funzioni definite in un intervallo. Se G & una primitiva di f/, di chi & primitiva

1
la funzi —7
a funzione ~

Risposta. Poiché G' = f' ne seque che G(z) = f(z) + C, per C € R. Inoltre

(&) -% v

Dunque é é primitiva di ﬁ

6.1.2 Determinare tutte le primitive della funzione f : R — R definita da

(a) f(:c){ ginx iig
1 <0

cosr x>0.

o) s = {
Risposta.

(a) Una primitiva della funzione 0 in (—o0,0] ¢ la funzione costante c, per ¢ € R; una primitiva di
sinz in (0,+00) é —cosx + d, per d € R; poiché una primitiva F di f deve essere derivabile,
dunque continua, occorre che limg_o— ¢ = limg_o4+(—cosz +d) = F(0), da cui d =c+1, e in

conclusione
c <0
F(x)i{ —cosx+c+1 x>0

st verifica subito che F' & derivabile;

(b) Analogamente, una primitiva della funzione 1 in (—o0,0] & la funzione x + ¢, per ¢ € R; una
primitiva di cosx in (0, +00) ésinz+d, perd € R; occorre che limg_o— (z+c¢) = limz—o+ (sinz+
d), da cui c =d, e in conclusione

_J rz+ec z<0
F(I)_{ sinz+c xz>0;

anche in questo caso si verifica subito che F' é derivabile.

6.1.3 Calcolare

(a) /sing(x —1)cos(x — 1) dx

® [

log(1+ )
(c) /2(1+a:) dx

95
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arctg2 x
d ——d
@ [
Risposta. Gli integrali precedenti si risolvono con la formula
fx)>*t
[ 1@ 1 @) ds = { 1 seer ol

a
log|f(z)] sea=-1.

(a) (sin(x — 1)) = cos(z — 1), dunque

.3 _
/sinz(xf 1)cos(x — 1) dz = w +c, ceR;
(b) (e —6) = e, dunque
T —4 x 1 .
/(6 —6) edI:—m+C,CER7

(c) (log(1+2)) = H%’ dunque

/ log(1+x) . (log(l+ 1))’
2(1+x) 4

(d) (arctgz)’ = dunque

_1
1+ 22’

T = +c ceR.

/arctg2x do — arctg® x
14 22 3

6.1.4 Calcolare

(2) /a:ligxdx
(b) / %dw
(c) / LS(E/ ?) i

T

(d) /ﬁm .

Risposta.
1 1
(a) Poiché (loglogz) = —— - =, lintegrale vale loglogz + ¢, c € R;
logx =
(b) poiché (arctgz?) = %, Vintegrale vale arctgz? + ¢, ¢ € R;

’
(c) poiché (Sin l) = cos(1/z) - ;21, Uintegrale vale — sin 1 +c, ceR;
x x x

1 1
(d) poiché (arcsin /3x) = ———=——— - /3, lintegrale vale —= arcsin v/3z + ¢, ¢ € R.
V1 —3a? V3

6.1.5 Calcolare una primitiva delle funzioni
(a)
(b)
()

(d) zsinz

x
2 +4x +3
1

2 4+ 6z + 10
logz

T

(e) (arcsinz)?

3
0 e
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1
() cosT
Risposta.
) T A B TP
(a) Si ha Py e | + 213 per A= —1/2, B =3/2, dunque una primitiva &
3
—%log|x+1|+glog\x+3|+c:log %—i—c,ceﬂ{;

(b) il discriminante del denominatore & negativo: si cerca una soluzione “completando il quadrato”:

1 1
/mdm—/mdx—arctg(a:-l—fi)—kc,

(¢) integrando per parti si ottiene

/bﬁdx:long—/logxdx,
x T

2
/IOgmda:: log erc, ceR;
T 2

percio

(d) integrando per parti si ha
/xsinmd:c = —xcosx + /cosxdm = —xcosx+sinx+c, c€R;

(e) posto x = siny, si ottiene
/(arcsinm)2dm = /y2 cos ydy,

e integrando per parti si ricava f y? cosydy =y’ siny + 2ycosy — 2siny + ¢, ¢ € R; seque che
/(arcsin x)?dx = z(arcsinz)? + 24/1 — 22 arcsinz — 2z + ¢;

oppure, senza cambiare le variabili ma integrando due volte per parti,

. 2 . 2 . 2 x .
arcsinz)“de = 1- (arcsinz)“dx = z (arcsin x —2/7arcsmxday
[(aesina) [ 1 resina)?is = @ aresina)® —2 [ L
= z(arcsinz)® + 2arcsinz/1 — 22 — 2z + ¢,
) Ny . Y e
in quanto una primitiva di i e —V1—x?;
3 2
1) —
(f) poiché 11952 = x(xlj;x)z T seque
2 g PR (PR S N s R;
Tr2@ = rarg [ s g mleevitaite ce R
2 2 1 1
(9) postot:tgg, st ottiene/l_tht; me T = 1—t+ 1+t,percib
2 1
e quindi
x
/ dx = log 7| +¢ ceR
cosx 1—tg=
2

6.1.6 Calcolare

(a) /3302 log xdx
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(c) /1_:exdx

(d) /e"” sin zdx

(e) /2z4i 1 dz.

Risposta.

(a) Integrando per parti si ottiene

3
/3w210ga:dx:xglogxf/dex::vglogxf%Jrc, ceR;

(b) posto x =1, si ha de =2t -dt e

/—dt—z/dt— /—dt—Qt—Qlog(t+1)+c, ceR,

da cui

/\f+1 de = 2v/x — 2log(vz + 1) +

(c) posto €® =t, sihadr=1/t-dt e

[itenee= [ () e=re

1 e’
bl dr—log—— to
/l—i—e”” v 0gez+1+c,

(d) integrando due volte per parti si ottiene

t
t+1

‘-&-c, c€eR,

dunque

2/ezsinwda7:ez(sinaz—cos:r)—i—c, c€eR,

da cui

T
T . € (smmx — CosST
/61 sin zdx = % +c.

(e) Posto 2 =y si ha 2% log2dz = dy e dunque

47 1 Y 1 1
= = 1 _
/QI—ldx 10g2/y—ldy 10g2/<+y—1)dy

(2" +log|2* = 1))+ ¢

1
= 1 -1 =
1Og2(y+ ogly—1|) +¢

log

6.1.7 Calcolare

(a) /Sin2x0052xdx
(b) /1aj:xdx
(c) /%dw

Risposta.

(a) Poiché sinx cosx = (sin2x)/2 si ha, ponendo 2x =y

/sin2 zcos® xdr = i /sin2 2x dr = é /sin2 ydy,
dunque

1 i 1 1
/sinzmcosQ:cdx: 3 (g - W) +c= 3 <x— §sin2x0082:r> +c, ceR;
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(b) siha 2® = (x+1)(x — 1)+ 1, percio

v der= [(x—1)dz+ ! da:*aﬁ—x—i—lo e +1|+¢c ceR
T+a ™~ 1+ 72 & ’ '

(c) si ha
/%dm:/%dm—i—/ﬁdm:ﬂog(m— D- -2 +e.
6.1.8 Calcolare
(a) / sin (log ) da
(b) / log?(3z) dx
() / x arcsin(2?) da

Risposta.

(a) Possiamo integrare due volte per parti:

/sin (logz) de = zsin(logz) — /Cos(logm) dz

= zsin(logz) — x cos(logz) — /sin(log x)dx

da cui - )
/sin (log ) da = z(sin(log x) 2— cos(log x))

Si poteva anche fare prima la sostituzione t = log x e poi procedere nello stesso modo.

+c

(b) Integrando due volte per parti si ottiene
/log2 (3z)dz = xlog®(3z)—2 / log(3z) dz = xlog® (3z) — 2z log(3z) + 22 + c.

(c) Integrando per parti

/x arcsin(z?) da

% arCSln / % ﬁ
2 1 —4z3 :cz .9 11—zt
+1 @+ V2

% arcsin(z?) + = — arcsin

\/@ 2
6.1.9 Calcolare

(a) /]x—Qngxdx
Gﬁt/m2$nxdx
(©) / varctg 2 dz
(d)t/ﬁog(1+-x2)dx.

Risposta. Questi esercizi si risolvono integrando per parti:

(a)
_9)3 __9)3
/(x_Q)Qlogzdx _ %bm_/%é%
_ )3
7(96 2) logw—l/ x2—6m+12—§ dx
3 3. T
3 — 622 + 12z

3
= flogxf%+x2f4x+c, ceR;
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(b)
/xzsinxdx = —xzcosx+/2a:cosa:dw

2 . .
= —=x cosa:+2x51nx—2/51na:da:

= —xzcosz+2msinx+2cosm+c, c €R;

2 2
/marctgwd:p = w—arctgm— /xidm
) 2 J 2(1+=x?)

2
T 1 1

2

1
= %arctgx— 3 (x — arctgz) + ¢, c €R;

(d)

x
1+ 22

2 1
= zlogl+=z )—2/ (1—1+7> dx

= zlog(l+2%) —2(x —arctgz) + ¢, c€R.

dx

/log(1+m2)d:r = xlog(1+w2)—2/

6.1.10 Calcolare
sin (1)
(a)/ - dx

(b) / de
(c) /ﬁdm

(d) / 2% dx

(e) / log3 (3z) dx

vi+zx
Vvi—=z

Risposta. Qui sotto ¢ & una arbitraria costante reale.

() dx.

(a) Posto ™ =t si ottiene

sin (1) | 1
dr = — smtdt:cost—i—czcos; + ¢

xr2

(b) posto x =t si ottiene

1 3t 3 2t 3 2 3 3
———de= | ——dt=" = Zlog(1+12) + ¢ = 2log(l + V22) + ¢;
/%(1 W)dx /1 2tzdt 2/1 252dzt 5 og(l1+t7)+c¢ 5 og( x2) 4 ¢;

(c) poiché

1 1 B 1( Lo, )
2—22  (V2—2)(V2+2) 2/2\V2—-z V2+z)’

st ha

+¢

/;dwfilo ‘ﬂﬂ‘
222 22 Bl Va—z
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(d) si integra per parti:

/ 222%dx

x

2:1:

2
- 2z d

log 2 v / log 2 rar

27 22 2 27 x—/ 2% da
log 2 log2 \ log2 J log2

29: 2 21+1 2z+1

x” — T+ + ¢

log 2 log? 2 log® 2

(e) integrando due volte per parti si ha

/ log2(3x) dx

(f) moltiplicando numeratore e denominatore per /1 + x si ottiene

\/1+33

l—x

=

6.1.11 Calcolare
)/\/2—x2d$

V[ Farat

(©) / sin (v/7) dx

@ [5—

2 —cosx
Risposta.

(a) Posto x =+/2sint, si ha dx = +/2cost dt, /2 — 22 =

/\/ﬁd:ﬁ:Q/

(b) posto x = t* si ha

xlogi(3z) — é/logg(&r) dz

2 2z 1
zlogs(3z) Tog3 (log3(33:) 10g3> +c
1+2 / 1 / x
——dr= | —=dr+ | —=d

arcsinz — /1 —x2 +c.

2 . . T
cos“t dt =t +sintcost + ¢ = arcsin — +

V2

V2cost, quindi

3\/2—1’24—0, ceR;

1 1
/mdm:Q/1+t2dt—2arctgt+c—2arctgf+c, ceR;

(c) posto ancora x = t* si ha

/sin vV dx

(d) posto t = tg

6.1.12 Calcolare

a) /\/de

Risposta.

(b)

Z/tsint dt=2<—tcost+ /cost dt)

—2tcost 4+ 2sint + ¢ = —2v/z cos/x + 2sin/z + ¢, ¢ € R;

g, ctoé x = 2arctgt, st ha de =

1
= dr=2
,/2—cosxdx /

1
3t2+1

dt, cost = g

2
142

V3

2
arctg V3t + ¢ = —— arctg

SRS V3

2
1o percio

(\[tg )—i—c, ceR.
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(a) Posto x = % sint si trova

/\/4—31‘2dm

Rl

4 t+sintcost
cos’ tdt = 74—
/ V3

= —= | arcsin —323 §
- \/3 2 \/ 1"
(b) Sipone x =2sint da cui

11—z
_ _ — /4 — 22
/ md / 1—2sint)dt = arcsm( ) + z2+c.

T _ o

6.1.13 Calcolare /eidaz.

Risposta. E

/ % dr = / :;r;}}llz dx = log(coshz) + ¢, c€R.

6.2 Integrali definiti
6.2.1 Calcolare
) /1 ﬁdm
It
(©) /0 1 %daz

1 JC3
(d) / A%

Risposta.

(a) Posto x =t*, dx = 2t - dt, si ottiene

V2 V2
2 / Ldt = [log 1+ t)Q} = log 3 +42\/§;
1

14+t 1

(b) si ha

l/1 2z dx—[\/1+x2]l—\/§—1'

2,0 \/1+x2 0 ’
(c) st ha

1 2.’L'+1 2 31

0 0
(d) siha

1 3 1
1 / 4z dr = {log vV1+ x4] = log V2.
0 0

4 1+ 24

6.2.2 Calcolare

|
(a)/o 71_‘_\/5031‘

1
(b) / x arctg xdx
0

/2
(c) / (sin2 x — xsin x2) dz
0
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1/2
/ x

—dzx
0 \/1 — 1’2

Risposta.

(d)

(a) Posto 4x =t si ha

1
——dt==|t—log|t+1]| =1—1logV3;
/01+\/4:v /1+t [ el q &

0

(b) integrando per parti si ottiene

3

x—zarctxlfl/l 2’ dac—ﬁfl/~1 1-— L dx—fflmfarct T
2 MR Ta ), 122 TR T 2, 1+22) 7872 &

(c) si ha

/2 1 /2 o /2 1 /2
/ sin? mdm—i/ 2z sin 22dx = [M} += [COSI‘Q] S
0 0 0

(d) si ha

_1/ idz - _
2 0 vV 1-— 1‘2
6.2.3 Calcolare

1 em
(a)/o 1+e$dm

/2 .
(b) / sm.x de
0 1+sinz

Risposta.

(a) Posto e® =t, si ha

¢ e+1
—— dt=|loglt+1|| =1 -
/1+t [og\ + |]1 0g 5

(b) postot = tg%, st ha

/1 2t 1 2 dt_/l 4t
o 1412 2 142 Jy (L+e)(t+ 1)
1+1¢2

ma la funzione integranda si puo scrivere come

4t A L_B
(I+22)E+12 2+1  (t+1)2

per A =2, B = —2, dunque l’integrale vale

T L | ! 11!
o —at—2 | —dt =2|arctgt| +2
/0t2+1 /0(t+1)2 [ gL [t+1}
1 1

(c) SRS ercio
24z J:—i—l’p

2 ? ? 4
/1 x2+xdw:{logx} —[log(m—&—l)} :logg;

1

dt;

T
2

63
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T 221" .
(d) osservando che — =we * = — [e * ] , si ottiene
e

1 1 e 1—et
_5,/0 [ ] e = 2

allo stesso risultato si giunge con la sostituzione x> = t.

6.2.4 Calcolare

=
)/013de$
VT

1 fl;‘i’l
1/3

v 1 — 422 da.

(c)

Risposta.

(a) Posto3+x =1 si ha

/ZLdag— /Sﬂdt— /S(t”?—srl/?)dt— Ft\/i—ﬁx/ir—é(5—2\/5)-
J1 V3+x Ja WVt Ja 3 4 3 ’

(b) posto x = 2sint si ha dz = 2cost dt, /4 — x? = 2cost, dunque

1
/ Sx\/4—x2dx:24/
0

0

/6

2 cos® ¢ /6
cos tsintdt:—24{ 3 ] =8 —3V3;
0

(c) sipone x =t* e si ha

2 V2 2 V2
2 1
/ \/Ed:v ¢ dt—2/ 1———— ) dt
Ji z+1 t2+1 J1 t24+1

= Z[t—arctgt]l =2(V/2 — arctg V2 — 1 4+ 7/4);

(d) poiché (1 —4a*) = —8x si ha

1/3 1/3
/ V1 —4x2dx = — / —8x\/1 — 4x2dx
0 0

fo-ser" - 5(-58)

0

ool = 00|+

6.2.5 Calcolare:

19,2

222 —
(a)/ m723d:v

o 1+=z

() /”/4 sinx—f—cos;vdw
0

cos3
© [ £
Risposta.
(a) Poiché 20" —3 =2- 5 st ha
1+ 22 1+ 22’

et ' 5 1 5
-/o 1+ 22 dm:'/o <2— 1+x2)dm:[Qm—5arc‘cgm]O:2_Zﬂ-;
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(b) si ha:

/4 _: /4 /4
sinx + cos T _ _
Ldaz = cos 2 zsinz dx + cos 2z dx
0 cosd x 0
/4
1 5
= —cos “x+tgw =
2 0

)

w\'w N

(c) posto x =12, si ha

9
ﬁdm

s 11—z

|
|
)
o—
w
o~
V]
~
| )
—
QU
~
Il
|
)
o~
@
VRS
—
+
o~
[ V)
—
—
~—
Q
Sy

3 3
11 11 1 1
= -2 4 )dt= 2 —— 4+ —— ) dt
/2 ( tor1 2t+1> /2 ( t—1+t+1)
3
2

= [72t710g|t71|+log\t+1|] = 72+log§.

6.3 Calcolo di aree

6.3.1 Calcolare I'area della regione di piano compresa tra le funzioni f e g qui sotto. Disegnare
inoltre approssimativamente la regione in questione.

x) =sinz, g(z) =2 —sinz, z € [0, 7/2]
1

:1_'_7»9(55):2"‘%%6[071]

Risposta. Vedi Figura 6.1.

/2 /2
(a) A:/ 2(1—sinac)dx:2[ac+cosm] =7—2;
Jo 0
1

! 1 z’ 5
(b)A:/O (2+w71+7>dw:{2x+77arctgx] =5

0

’

N

282

e € e
(c) A= / 142z —logz)dr = [m + 7} — / log xdx; quest’ultimo integrale si risolve per parti,
1 1 1

2 e 2 5

ottenendo /logxd:v =zlogx — z, dunque si ha A = [2m+ % —zxlogzx| = % +e— 5
1

! 2" 37 1! 1 2
) A= (237" )de = _ _ _ ,
(d) /0 ( 3 ) v [logZ logl/S]O log2  log27

6.3.2 Calcolare 'area dell'insieme D = {(z,y); = >0, 2% <y < 222, y < 2}.

Risposta. Considerando D come dominio normale rispetto all’asse x,

D={(z,y); 0<y <2, Vy/2<z <.y}

A(D) —/O/V\; dmdy:/oz(ffm)dy:(k?)/jﬁdy
D] -y

st ha:

6.3.3 Determinare o > 0 in modo che sia % I’area della regione di piano compresa tra i grafici delle

funzioni f(z) =2 —xz e g(z) = =%, per z € [0, 1].

1

Risposta. Vedi Figura 6.2. Poiché in [0,1] si ha f(z) > g(z), Uarea richiesta &
1
3
2—z—2%)de =< —
/0 2—z—2%)dz > " arl

che vale % se e soltanto se aw = 3.
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2 4
—f
o -y
15 ~ : 3 Lo
> 1 T > 21— o
—f
- -9
0.5 1—\
0 0
0 0.5 1 15 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
() (d)
4 2
3 e - 1.5
T —f —f
-7 - -9 - -9
> 2 > 1<
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0 0
1 15 2 25 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 6.1: Vedi Esercizio 6.3.1.
(a)
2 \ :
—f
- - -g
15 s
> 1 >
05 =T |
0 | 1 ,741~~'\”#~\/’ | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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(@) (b)

Figura 6.2: Vedi Esercizio 6.3.3.
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6.3.4

6.3.5

6.3.6

6.4

Si consideri la circonferenza di centro l'origine e raggio 1, e la retta passante per i punti (%, 0),
(0, %) Calcolare ’area delle due regioni di piano in cui la retta divide il cerchio delimitato
dalla circonferenza.

1
29
gonale del quadrato di lato 1/2, dunque \/2/4. Tramite una rotazione antioraria di w/4 il problema
é pertanto ricondotto a quello di determinare ’area della porzione del cerchio di centro l’origine e

raggio 1 che sta al di sopra alla retta di equazione y = \/5/4

Risposta. La distanza della corda che unisce i due punti (1,0), (0,%) dall’origine ¢ meta della dia-

L’intersezione di tale retta con la circonferenza avviene nei punti di ascissa £4/7/8; per simmetria
l’area cercata & dunque,col cambiamento di variabile x = sint,

7/8
2 V1—22dr=2
0

arcsin(4/7/8)
/ cos® t dt = arcsin(,/7/8) + Vil
0 V8

Per 0 < a <be0 < c<dsiconsiderino le funzioni a/x e b/x nell’intervallo [c, d]. Dire come
deve essere scelto d in modo che I'area della regione compresa tra i due grafici (nell’intervallo
[c,d]) sia uguale a 1.

Risposta. L’area da calcolare é

/j(g_%) dx:(b_a)/cd%ch;:(b—a)logg.

1
Si trova dunque d = ce?—a .

2
Si consideri lellisse di equazione % + 9% = 1. Si calcoli ’area della regione interna all’ellisse

e compresa tra le rette t =0 e x = 1.

Risposta. Per simmetria l’area A richiesta é due volte l’area della regione interna all’ellisse, compresa
trax =0 ex =1 e contenuta in y > 0. Percio, facendo il cambiamento di variabile x = 2sin @,

1 2 1 /6 . /6
A:Q/ 1—x—dx:/ \/4—x2dx:/ (20059)2d9:4{w} :E—i—@.
, V' . . 2 ., 372

Integrali generalizzati

Per brevita in questa sezione non scriviamo esplicitamente 1’operazione di limite che definisce un
integrale generalizzato; ad esempio, se F' é una primitiva di f scriveremo brevemente

+o0
/ f(w) do = [F(2)]F>

al posto di
“+oo T
/ f(z)dz = lim / f@)de = lim (F(r)— F(a)) .
a r——4o00 a r——4o0
6.4.1 Dire se i seguenti integrali sono convergenti o divergenti; nel primo caso, calcolarne il valore.

o0 1

(a) /1 7(37 )2 dx
+oo 1

(b) /1 z(x +1) dx

+oo
(c) / e P dx
1/5
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Risposta.

teo IR A |
(“)/1 @y ™= [_x+1]1 X
+oo +oo
(b) / ldz—/ 1 dx = [log :v
1 T 1 z+1 T+

1/, 1,0 1
(c) postot:—Sx,sihag/ edt:f{e} = —;

—+o0
} =log2;
1

1
oo 5 5e’

“+oo
(d) posto 1 —x =t, si ottiene / e'dt = +o0;
1

too g oo /1 1 [17F 1
= dr = ) de=— — = )
(e)/o 9z 4¥ /O <2) ¥ Tlog2 [zx]o log 2

—+oo
6.4.2 Provare che per n > 3 esiste finito / ﬁ dzx e dire quanto vale. Cosa si puo dire per
0 X
n=1n=27
Risposta. Si ha
r . (LE + 1)—n+1:|"" /-r (3} + 1)—n+1 1
) "de = |22 d
/0 x(l’—i- ) T [x —— A I x_>(n72)(n71)

per v — +oo. Sen =1 si ha che ﬁ ~ 1 e per n = 2 invece ﬁ ~ %; per il criterio di

confronto asintotico per gli integrali generalizzati nessuno dei due relativi integrali pud convergere.

6.4.3 Dire se i seguenti integrali sono convergenti o divergenti; nel primo caso, calcolarne il valore.

(a) /12 xl—ldx
(b) /ngigdx

(e) /12 \S/lalfldx

¢ 1
(f)/ 5— dx.
1 zlog®x

Risposta.

2

(a) /12(a:—1)‘1/2dx:2[ x—l} =2.

1

() '/03 ! dx:[log\m—3|]3:—oo.

r—3 0

o [ gt

0

1
(d) posto — =t, si ottiene
x

@ [ = sl =

(f) posto logz =t, si ottiene
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6.4.4

6.5

6.5.1

6.5.2

+o0 1 3
Calcolare / M dx.
0

Risposta. L’insieme di integrazione (0,+00) non & limitato; la funzione integranda (positiva) non é
1+ ¥z

2

limitata in tale intervallo. Per x — 400 si ha ~ 15%, e la funzione ﬁ é integrabile in senso

1+ 9 \
-;72\/5,\,; che non ¢

generalizzato in ogni intervallo (a,+00), a > 0. Tuttavia per x — 0+ si ha ol

integrabile in un intorno di 0. Pertanto l’integrale richiesto diverge a +00.

Altri esercizi

Calcolare una somma di Riemann di indice 4 delle funzioni date qui sotto nei relativi intervalli.
Calcolare poi gli integrali definiti di tali funzioni e valutare il valore assoluto della differenza
tra i due risultati trovati.

(a) f(z)=22—11n0,2]
(b) f(z)=1—2%in[0,1]

Risposta. Sia f una funzione definita in un intervallo chiuso e limitato [a,b]; sia xo = a < x1 < T2 <
... < xn = b una partizione dell’intervallo [a,b], T; — ;-1 = bma ¢ [Xic1, 2] peri=1,...,n.

n 7
Una somma di Riemann di f di indice n é allora

b—aw—
- ;f(cz-).

(a) I punti della partizione sono o = 0, T1 = %, ro =1, x3 = %, x4 = 2; scegliamo (la scelta dei
c¢i ¢ arbitraria) c1 = %, cy = %, c3 = %, = % Pertanto calcoliamo

(Flen) + Fle2) + Fles) + f(e)) = 2.

9
/Oz(av2 —1)dx =

il valore assoluto della differenza é % ~ 0.11.

=~ o

Poiché

[SUI )

(b) Procediamo come sopra: o = 0, 1 = %, T2 = %, T3 = %, x4 = 1; scegliamo come c; i punti
medi degli intervalli a cui appartengono, cioé ¢c1 = é, ca = %, c3 = g, = %. Pertanto

388

l(f(cl) + f(c2) + f(ca) +f(04)) =55

4
1
3
3 = —
/0(1 w)daz—4

1
35 ~ 0.008.

Infine

e il valore assoluto della differenza ¢

Dati due numeri reali a, b # 0, calcolare /t\/ a + bt? dt.

Risposta. Si ha, per c € R,

[eaxiEa = o [ow/ariEa= g 2@ ut) e e

2b

— %(a—l—btz)gn—f—c.

d x
6.5.3 Calcolare e / (t + 12+ +th) at.
T Jo

Risposta. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

di/ (t+t2+8> +tYYdt =z 42" +2° + 2",
T Jo
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d T
6.5.4 Calcolare — et dt ).
dx 0

Risposta. La funzione
F(z) = / e dt
0
¢ la funzione integrale di f(xz) = 612, dunque F'(z) = f(z) = *.
6.5.5 Calcolare la media integrale di
(a) f(z)=2*—1in[0,1]
(b) f(z) = vz —Lin [0,2

Risposta. La media integrale di una funzione f in un intervallo [a,b] &

b
bia/ fx)dx.

(a) Poiché b—a =1 la media integrale &

1
4
4
—Vde = —-.
/0(9: ) dx 7

(b) Quib—a=2, dunque la media integrale ¢é

1

§/02(\/5—1)&7;:——1,

6.5.6 Disegnare un grafico approssimativo della funzione f(z) = (1 — z) in [0,1]. Sia a € [0, 1];
calcolare la media integrale M (a) di f nell’intervallo [0,a]. Per quali valori di a tale media

integrale ¢ massima?
Risposta. La media integrale di f nell’intervallo [0,a] & M(a) = %foa (:U — m2) dr = 5 — %2
trovare il massimo della funzione M (a) nell’intervallo [0,1], notiamo che M(0) = 0, M(1) =

e
)
Q

o=

! < . . .
Inoltre M'(a) = 0 se e solo se a = 2, ¢ 3 ¢ un punto di massimo con valore massimo % >
3

Pertanto il valore di a che rende massima la media integrale é a = 3.
6.5.7 Dire perché si pud applicare il teorema della media integrale alla funzione f(x) = loga
nell’intervallo [1, 2], e calcolare esplicitamente il punto fornito da tale teorema.
Risposta. La funzione f(x) = logx & continua in [1,2]. Questo é sufficiente per poter applicare il
teorema della media integrale, cioé

b
o | f@do= £

2
con c € (a,b). Si trova logc:/ logzdx = 2log2 — 1, da cui c = 4/e.
1

6.5.8 Dare un esempio esplicito di:

(a) una funzione f non identicamente nulla, non dispari, tale che f_ll f(x)dz = 0;

(b) una funzione f non identicamente nulla tale che

/Olf(x)d:r/12f(x)dx/jf(x)dx...o;

(¢) una funzione f pari tale che fil f(z)dz =0.

Risposta. Si prenda, ad esempio:

(a)

1 |z <1/2
f(z) = { -1 1/2<z|<1

0 altrove;
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(b)
1 >0, z—[z]<1/2
f(m):{ -1 >0, z—[z] >1/2
0 z < 0
(c)

1 Jz[ <1/2
flz)y=< -1 1/2<z|<1
0 |z|>1

6.5.9 Trovare un numero reale a > 0 in modo tale che:

(a) / e*dx = 1;
0

@ 1
(b) / sin(3x)dz = —.
O 2
Risposta.
(a) Si ha
a 2z a 2a _
/ eQ.’zdm _ [L] _ (& 1,
0 2 |, 2
€2a -1 2a N
ed 5 =1 se e solo se €2* = 3, cioé a = log/3;
(b) si ha

/ sin (32)dr = [7cos3a:] _ 1—cos3a’
; 3, 3

w—lseesolosecos&z——l cioéa——7r
3 T2 T2 R

6.5.10 Disegnare un grafico approssimativo delle funzioni f(r) = x(1—=x) e g(z) = z(1—2?) in [0, 1],
stabilendo in particolare la loro posizione reciproca. Calcolare il punto z, € [0,1] in cui la
distanza verticale |f(x) — g(x)| tra i due grafici & massima, specificando a quanto ammonta.
Calcolare I’area della regione compresa tra i due grafici, per x € [0, z.].

Risposta. Si veda la Figura 6.3. Nell’intervallo [0,1] si ha |f(x) — g(z)| = g(z) — f(z) = 2* — z°.
Nell’intervallo [0,1] la funzione x* — x3

assume valore massimo per . = 2; il suo valore massimo
4
vale 5. Infine

0.4 T I —— T
- - - T = ~ f
- - N - -9
0.3 [P AN )
- N
e N
- \
> 0.2 i N =
L7 N
. \
7 \
0.1 // N
\
\
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.3: Vedi Esercizio 6.5.10.
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