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Esercizio 1 Disegnare la curva piana v di rappresentazione parametrica:

x(t)=xz({t)i+y(t)j, e (—o0,+00) (1)
dove 0, set<0 et set <0
x(t):{evl/t, set>0 y<t>:{0, jsetzO (2)
Soluzione

Eseguiamo un rapido studio di funzione per z (t), y (¢). Abbiamo

(lim z(t) =0, lim 2 (t) = lim e /! = O+) = limx () =0,
t—0— t—0t t—0+ t—0
per cui z (t) € continua in ¢t = 0. Inoltre la funzione & non negativa in tutto il suo insieme di
esistenza (R). Comportamento agli estremi:

1; _ 0 _ 1~

Jim () = =17,
cioe la retta x = 1 ¢ asintoto orizzontale a destra per il grafico di z (t).

Per il calcolo delle derivate, conviene dapprima valutare la derivata in ¢ = 0, applicando

la definizione (limite del rapporto incrementale):

i (0) = tim =20y 2 0)

t—0 t t—0 ¢

Computiamo il limite destro e il limite sinistro:

t 71/t
lim & = lim ¢ =0
t—0t+ T t—0t+ ¢

Ovviamente

lim w =0

t—0— t
Segue

£(0)=0

Per t # 0 applichiamo le ben note regole di derivazione. Precisamente:

1
i(t>0)=—e’ = lim i(t) =0
( ) 12 t—0+ ( )
Similmente per ¢ — 0. Cio implica la continuita della derivata prima in ¢ = 0. Eseguendo
calcoli simili per le derivate successive, si perviene al seguente risultato:

d"x (t)

dir =0

t=0

mn
Vn € N, % e continua in (—o0, +00), avendosi

In altri termini, la funzione z (t) ¢ di classe C*. Tuttavia il fatto di avere nulle tutte le
derivate in ¢ = 0, distrugge la possibilita di sviluppare z (¢) in serie di Taylor in un intorno
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Figura 1: Esercizio (1). Grafico di z (t).

del predetto punto. Quindi la funzione x (f) non € analitica o cio che ¢ lo stesso, non e di
classe C¥. 1l grafico di = (¢) ¢ in fig. 1.
Passiamo alla funzione y ().

lim y (t) =0, lim y(t)= limy (t) =
(ti%“—y() 0, limy(?) 0)=>t1gg)y() 0,

cosicché y (t) ¢ continua in ¢t = 0. Comportamento agli estremi:

li )= lim e/ =1"

Amyh = Jm em =10

onde la retta y = 1 e asintoto orizzontale a sinistra. Riguardo alla derivabilita, sussistono
le medesimi argomentazioni svolte per la funzione x (¢), per cui anche nel caso della y (t)
abbiamo una funzione di classe C* ma con tutte le derivate nulle in £ = 0. Da qui la non
analiticita di y (¢), il cui grafico ¢ in fig. 2.
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Figura 2: Esercizio (1). Grafico di y ().

Ci aspettiamo v : x(t) = (x(t),y(t)) curva regolare giacché = (t),y(t) € C*. Per
verificare la regolarita dobbiamo disegnare la curva. A tale scopo osserviamo che le predette
funzioni sono non negative, per cui la curva e tracciata nel primo quadrante. Tuttavia e
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facile convincersi che la curva e priva di rappresentazione cartesiana. Precisamente:

t<0=2=0,y=e’" — 1°

t——o00

1/t

t>0=ax=¢ " — 17, y=0

t—+400

Cioe
v={(z,y) eR*|2=0,1<y<0}U{(z,y) eR*|0<z <1, y=0},

come mostrato in fig. 3 da cui vediamo la presenza di un punto angoloso nell’origine.

y

Figura 3: Esercizio (1). La curva assegnata ¢ 'unione dei due segmenti grassettati.
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