Integrazione di forme differenziali lineari
Marcello Colozzo — http://www.extrabyte.info

Calcolare l'integrale curvilineo:

I= / (1 + a:z) dz + 2ydy, (1)
7(07P3)

dove v ¢ I'unione di

nir=1t, y=t 0<t<2, (2)
Yorx=t, y=2, 4>t>0,

t
'735513:t,y:2_§> 02t24

Soluzione
Grafichiamo il cammino di integrazione in fig. 1.
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Figura 1: Cammino di integrazione relativo all’integrale (1).

Per determinare 'integrale, stabiliamo innanzitutto se la forma differenziale che compare nell’in-
tegrando e un differenziale esatto. Siano

X (z,y) =1+2% Y (z,y) = 2y,

1 coeflicienti della forma differenziale. Riesce
0X Y
= =0, 8_ -0
dy ox

L’uguaglianza delle derivate e la connessione lineare semplice del campo di esistenza, implica che la
forma differenziale lineare:
(1+ 2?) dz + 2ydy (3)

e un differenziale esatto, onde:
1:/ dF = F (Py) — F (0), (4)
’7(07P3)

1
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essendo F'(x,y) l'integrale della (3). Troviamo quindi la sua espressione:

or _
or

oF
2
2% = =2

Integrando la seconda:
F(a,y) =y +¢(x)

Per determinare ¢ () deriviamo rispetto a x ’espressione precedente:

oF ,
r = ¢ (v)

Tenendo conto della prima delle (5):

1
gp’(a:)zl—i—xQ:cp(x):m—i—gx?’—i—C, vC eR

Quindi:
1
F(x,y):§x3+y2+x+0, VC e R (6)
Pertanto 6
F(P)=F(4,0)= 5. F(0)=F(0,0)=C
Segue
9 76
(1+ 2%) do + 2ydy = — (7)
7(0,P3) 3

E istruttivo verificare questo risultato calcolando direttamente I'integrale. Abbiamo:
I=0L+1+1I;

Iniziamo con il primo integrale:
L :/ (14 2?) da + 2ydy
71(0,Pr)

Conviene determinare a parte i singoli termini dell’integrando:
X(t)=X[zt),yt),2(1)] =1+ ()

Ma
()=t yit)=t=2a"(t)=2t, ¥/ (t) =1,

per cui
X (t)de = [1+a(t)’] - 2tdt = (2> + 2t) dt

Procedendo in maniera analoga per Y (t) dy:
Y () dy = 2tdt

Segue

2 2 2 ]8
hz/ (2t5+2t+2t)dt:2/ t5dt+4/ dt = = (8)
0 0 0



Si noti che risulta:

h=[  aP=FR)-F(O)=F12)-F00)="5.
7(0,P1) 3

in accordo con il risultato precedente trovato per integrazione diretta. Passiamo al secondo integrale.

Qui e
z(t)=t yt)=2=2"(t)=1, ¥ (t)=0
Cio implica
X(t)de=[1+ax@t)’]dt=(1+)dt, Y (t)dy=0,
onde

0 4
[2:/ (1+t2)dt:—/ (1+8)dt=-4— —=——
s 0 3 3

Anche in questo caso ¢ possibile eseguire una verifica:
IQ:/ dF = F(P) — F(P)=F(0,2) — F(4,2) = ——
Y2(P1,P2)

Passiamo all’ultimo integrale
I; = / (1 + 332) dx + 2ydy
v(P2,Ps)

Ora abbiamo:

t
onde
Z(t)=1=dr=dt
1 dt
/t _ = dy — -2
yt)=—5=dy=—3
Pertanto ] ;
X (t)de = (1+t*)dt, Y (t) =2y(t) (—§>dt=(§—2>dt
Segue
! t t
13:/ <1+t2+——2)dt=/<t2+——1)dt
0 2 2
1 34 ]. 24 4 64
:§t‘0+1t|0—t|0:?
Verifica:

/ dF = F (Py) — F (Py) = F (4,0) = F (0,2) = 2
~v3(P2,P3) 3
Sommando 1 risultati trovati:

76
/ (1—1—:172) dx + 2ydy = —,
+(0,P5) 3

in accordo con la (7).

. 12
.x+—z+4

(10)



