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Esempio 1 Studiare la famiglia di parabole, determinandone l’inviluppo:

Φ : (x− y)2 − 2λ (x+ y) + λ2 = 0, λ ∈ R (1)

Soluzione

Vediamo subito che per λ = 0 si ottiene la bisettrice del primo e terzo quadrante y = x,
che rappresenta la parabola degenere della famiglia. Procedendo al solito modo, cioè ponendo

F (x, y, λ) = (x− y)2 − 2λ (x+ y) + λ2

si perviene al sistema di equazioni:
{

(x− y)2 − 2λ (x+ y) + λ2 = 0
x+ y − λ = 0

(2)

Dalla seconda x+ y = λ, che sostituita nella prima

(x− y)2 = λ2

per cui abbiamo il sistema equivalente
{

x− y = ±λ

x+ y = λ

Prendendo il segno superiore e sommando membro a membro:

x = −λ, y = 0

i.e. l’asse x. Prendendo il segno inferiore e sommando membro a membro:

x = 0, y = λ

che è una rappresentazione parametrica dell’asse y.
Abbiamo quindi trovato due luoghi distinti: l’asse x e l’asse y. Quali dei due è l’inviluppo?

Determiniamo gli eventuali punti singolari. Calcoliamo le derivate parziali

Fx (x, y, λ) = 2 (x− y)− 2λ, Fy (x, y, λ) = −2 (x− y)− 2λ

Segue che lungo l’asse x

Fx (λ, 0, λ) = 0, Fy (λ, 0, λ) = −4λ

Quindi nell’origine (0, 0) si annullano entrambe le derivate, per cui l’origine è punto singolare.
Si noti che per tale punto passa la parabola degenere (x− y)2 = 0. Per ogni punto P (λ, 0)
con λ non nullo, passa ovviamente una ed una sola parabola. Vediamo se è ivi tangente
all’asse x. L’equazione della retta tangente in tale punto è

(x− λ)Fx (λ, 0, λ)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ (y − 0)Fy (λ, 0, λ)
︸ ︷︷ ︸

−4λ

= 0 ⇐⇒ −4λy = 0 ⇐⇒
λ 6=0

y = 0

per cui l’asse x inviluppa la famiglia data. Ripetendo calcoli simili per l’asse y, si perviene
alla medesima conclusione. Ne consegue che l’inviluppo della famiglia assegnata è l’unione
degli assi coordinati esclusa l’origine (fig .1).
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Figura 1: Esempio 1.
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