MATEMATICA OPEN SOURCE — HTTP://WWW.EXTRABYTE.INFO
Quaderni di Analisi Matematica — 2016

Matematica Open Source

d

da

+0ocC
f(x) Zu.;\. / f(x)dx % (Xdx +Ydy+ Zdz)
k=0 '

.l\

Esperimenti computazionali con Mathematica: il
Teorema dei Carabinieri

Marcello Colozzo




Criterio 1 Teorema dei carabinieri
Siano f (), g (x), h(z) definite in X CR e xg € D(X).

e Ipotesi
gch_glo g(z) = zlggo h(z)=1eR
Al (xo) | 2 € X VI (20) — {wo} == g () < [(2) < h(x)
o Test
lim f(z) =1
T—T0

Dimostrazione. lim,_,,, g (z) = lim,,,, h(z) =l e R =

= (VJE (1), 350 (20) , A (wo) | v € X N Ly (w0) N L) (w0) — {wo} = g (x)  h(z) € J: (1)

Per ipotesi:

A (o) [ w € X N1 (x0) = {xo} = [ (x) € g (x),h(z)]

Consideriamo il seguente intorno di xg:

IAE (330) = I (l’g) N [59) (i[}o) M I&é2> (.1'0) = (.CL'O — AE, Zo —+ AS) s

onde:
reXNIa (xg) —{zo} =g (x),h(z) e J.(I) =
— J- (1) 2 [g(x),h(x)] > [ (x)
Cioe:
M=
|

Il teorema conserva la propria validita anche nel caso di divergenza. Ad esempio:

lim g (x) = lim h(z) = 400

I (o) | x € X NI (20) — {0} = g () < f () < h(2)
Implica:

lim f(z) =400

T—T0

ZEES)

dimostriamo che é infinitesima in xo = 0.
Svolgimento
Osserviamo innanzitutto che la funzione é definita in X = R — {1}. Inoltre:

1 1
xcos | —— || = |z||cos | —— || < ||
In |z| In |z|
————

g(5) < f@) <h(z), YreX,

Esempio 2 Assegnata la funzione:

|/ (2)] =

Cioe



dove
g(z)=—x, h(x)=n=x,

riuscendo manifestamente:
lim g (z) = lim A (x) =0,

z—0 z—0

onde per il teorema dei caribinieri:

1
lim x cos =0,
z—0 In |x|

come illustrato in fig. 1.

Figura 1: Applicazione del teorema dei carabinieri all’esempio 2.

Il codice Mathematica per la generazione del grafico di fig.1 puo essere prelevato da questa
risorsa online.

Esempio 3 Calcoliamo il limite

1
limsin(' )ln]m—w+1| (2)
T sin

Posto

f(x):sin(_l >1n|:13—7r+1|, (3)

Sinx

vediamo che tale funzione non € definita in w. Piu precisamente, l'insieme di definizione é:

X={zeR|xz=n—-1, x #kr, Yk €L}

2
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Inoltre:

1 1
If (z)] = sin<_ )ln|x—7r+1|‘: sin(, >’|ln|x—7r—i—1||,
sin z sin x

da cui:

g(z) < f(z) <h(z), VzelkX, (4)
essendo:

gx)=—In|lz—7m+1|, h(z)=In|z — 7+ 1

Riesce:

lim g (z) = lim h (z) = 0,

T—rT T—T

onde per il teorema dei carabinieri:

1
hmsin( : )ln]az—ﬂ—l—1| =0
=T S

Il diagramma cartesiano T della funzione f (x) é riportato in fig. 2 da cui vediamo che in ogni intorno
di raggio comunque piccolo di xo = 7,il diagramma compie infinite oscillazioni che si smorzano per
X — T.

s ’ y:g(x) -

Figura 2: Applicazione del teorema dei carabinieri per calcolare il limite (2).

1l codice Mathematica per la generazione del grafico di fig.1 puo essere prelevato da questa
risorsa online.
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