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1 Derivata di una funzione reale di variabile reale (ver-
sione beta)

1.1 Definizione di derivata

Sia f (z) una funzione reale di variabile reale definita in X C R. Senza perdita di generalita,
supponiamo che X sia un intervallo. Assegnato zy € X:

(@) = [ (o) (1)
La (1) ¢ una funzione di (z,z) e si chiama incremento della funzione f (x) relativo al
punto xg. Si consideri ora il rapporto:

f@) = f (@)

(2)

La grandezza (2) ¢ una funzione di x definita in X — {x¢} ed & nota come rapporto incre-
mentale di f (x) relativo al punto zy e all'incremento x — ¢ della variabile indipendente.
Il punto zy ¢ manifestamente punto di accumulazione per l'insieme di definizione della
funzione (2) per cui ci proponiamo il calcolo del limite:

I IOEYIED

T—T0 T — X

(3)

Se la funzione ¢ continua in z; il limite (3) si presenta nella forma indeterminata:

i £ (@) = (o) _ 0 (4)

T—T( T — X9 O’
Possono presentarsi tre casi distinti relativamente al comportamento del rapporto incremen-
tale (2). Precisamente, tale rapporto puo essere:

1. convergente;
2. divergente;
3. non regolare.

Nel primo caso diremo che la funzione f (z) & derivabile nel punto g, e il limite (3)
si chiama derivata della funzione f (x) nel punto z( e si indica con uno dei seguenti
simboli: [ (z9), Df ()] donde scriviamo:

o £ @) = 1 (w0)

T—x0 T — ,I‘O

r=x0"’

= [" (o) (5)

Nel caso 2 diremo che la funzione f (z) ha derivata infinita in zy. Piu precisamente, se
il rapporto incrementale diverge positivamente:

' (0) = 00 (6)
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Se invece diverge negativamente:

f' (o) = —o0 (7)
Esempio 1 Determinare la derivata di f (z) = 2% nel punto o = 2.

Soluzione 2 Abbiamo:

Sussiste la seguente

Proposizione 3 (f () ¢é derivabile in xo) = (f (z) é continua in x¢)

Dimostrazione. lim [f (z) — f (z0)] = lim [M (@—z)|=Ff(x) 0 = 0
T—10 T—T0 T—To |f"(z0)|<+o0
Si osservi che tale proposizione non e invertibile, cioe:
(f (z) e continua in xy) # (f (z) ¢ derivabile in z) (9)

In altri termini, la continuita di una funzione e condizione necessaria ma non sufficiente
per la derivabilita. Per contro, la derivabilita & condizione sufficiente per la continuita. La
(9) puo essere provata attraverso degli esempi di funzioni continue in un punto ma non ivi
derivabili.

Esempio 4 La funzione:
fx) = |,

e continua in xg = 0, ma non ¢é wi derivabile.
Determiniamo il rapporto incrementale:

fle) = flxo) =l

x — X x
Tale rapporto e non regolare in x:
x x
lim u = +1, lim u = -1, (10)
z—0t T z—0- T

donde la funzione non é derivabile in xg.
Osservazione 5

(f (z) ha derivata infinita in xo) # (f (x) é continua in xo) (11)



Esempio 6 Si consideri la funzione segno di z:

f(l')zsignx:{ w0

12
0, =0 (12)

La (12) non ¢ continua in xq = 0. Determiniamo in tale punto il rapporto incrementale:

M:iﬁ+oo:>f’(xo):+oo
T — X |1‘| x—0

St conclude che la funzione signx ha derivata infinita in o = 0 e non e wi continua.

kK
Se eseguiamo il cambio di variabile:

x—&=1x— xp, (13)

il rapporto incrementale (2) si scrive:

flaeo+8) —f(&)

(14
¢ )
La derivata:
€50 &
& = x — x¢ e 'incremento della variabile indipendente che spesso viene indicato con:
Ax (16)

La notazione simbolica (16) si generalizza a qualsiasi grandezza, poiché A denota una
“differenza”. Ad esempio, nel caso della funzione f (x), scriviamo:

f(wo+ Ax) = f(x0) = Af (17)

Nella (17) xy € una variabile muta, per cui:

fle+Ax) = flx) =Af

Il rapporto incrementale

Af
La derivata:
Ay |
)=t )

Se la funzione f(z) ¢ derivabile per ogni x € X’ C X, risulta definita in X’ una nuova
funzione f’(x) che chiameremo derivata prima della funzione f (x). E spesso utilizzato
il simbolo:



Df(x) (20)

Scriviamo:

Df (z) = f'(z) (21)
La (21) definisce 'operatore di derivazione D. Si tratta di un operatore lineare! che
applicato ad una qualunque funzione derivabile ci fa passare alla sua derivata. L’operatore
D agisce anche sulla derivata di f (x), dando origine alla derivata della derivata, denominata
derivata seconda della funzione f (z) e si indica con uno dei simboli:

f"(x), D*f(x) (22)
Con tale definizione, la derivata f’ (z) ¢ nota come derivata prima della funzione f (z).

Il secondo dei simboli (22) si giustifica osservando che la derivata seconda ¢ il risultato
dell’applicazione dell’operatore D sulla derivata primas:

Df'(z) = D(Df (z)) = D*(f (x)) (23)
Il processo di applicazione dell’operatore di derivazione puo essere iterato, per cui definiamo

la derivata di ordine n della funzione?® f (x) il risultato dell’applicazione dell’operatore
D™ sulla funzione f (x):

f" (@) =D (D...lz(f (7)) (24)

=D"f (z)

xkk

Abbiamo visto che il rapporto incrementale relativo alla funzione f (z) = |z| nel punto zy = 0
¢ non regolare. Piu precisamente, ¢ regolare a sinistra e a destra [eq. (10)]. In casi come
questi, si dice che la funzione ¢ derivabile a sinistra e a destra:

lim f(x) — f (w0) — ' (a), lim [ (x) = f(20)

=T T — X x—m(‘f T — T

= f (o) (25)

fr (@o), [ (xo) si chiamano derivata sinistra e derivata destra della funzione f (z)
nel punto z.

1.2 Interpretazione geometrica della derivata

Sia f (z) una funzione definita nell’intervallo [a,b]. Supponiamo che la funzione sia ivi
continua.

Assegnato il riferimento monometrico ortogonale R (Ozxy), indichiamo con T' il diagram-
ma cartesiano della funzione. Preso ad arbitrio z € [a,b] — {x¢}, consideriamo i punti

Py (xo, f (x0)), P (z, f(z)) € T (vedere fig. 1).

! Affronteremo in un prossima sezione il significato di tale locuzione.
2Da un punto di vista formale la funzione f (z) ¢ la derivata di ordine zero.
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f HXL

f HXoL |

Figura 1: Diagramma cartesiano della funzione f (z). Senza perdita di generalita abbiamo
considerato x > g, f (x) > f (o).

Cio premesso, sia s, la retta passante per i punti Fy, P, orientata nel verso delle ascisse
crescenti. Chiamiamo s, retta secante al diagramma per i punti F, P. La sua equazione
e:
y = [ (x0) +m(z —xo) (26)
Qui m e il coefficiente angolare di s,. Dalla Geometria:
m = tand (x), (27)

essendo 6 (x) al misura in radianti dell’angolo che la retta s, forma con 'asse x; 6 (x) & una
funzione definita in [a,b] — {z¢}; inoltre:

6(2)] < 5 (28)
Dalla figura 1:
tanf (z) = @ _J (x) = J (o) (29)
QP L — o

Ciod:
0 (x) = arctan <W) (30)

Per quanto detto, la funzione 6 (x) ¢ definita in [a,b] — {x¢}, e supponendo che sia regolare
in x(, poniamo:

leI?OG (x) =6 (31)
Per la (28):
T
00l < 5 (32)



Dalla definizione di 0 (x) segue che il limite y individua una particolare retta t (fig. 1).
Poniamo:

AG =0 (z) — 0 (33)

La (33) & lincremento della funzione 6 (z) relativo all'incremento x — zo della variabile
indipendente. Da un punto di vista geometrico Af ¢ la misura in radianti dell’angolo tra le
rette ¢, s,.

Se il punto P tende a F, segue che x tende a xy, la retta s, ruota attorno a P, per sovrapporsi
alla retta ¢. Pertanto:

Definizione 7 La rettat ¢ la posizione limite della retta secante s, alla curva I’ al tendere
di P e Py. Quindit ¢ la retta tangente a I' nel punto F.

Dalle equazioni (30)-(31):

6y = arctan {lim M} (34)
T—x0 Tr — 2o

Consideriamo il caso particolare in cui la retta ¢t non ¢ parallela all’asse y (|6h] < 7/2).

Abbiamo:

o @) = f (@)

Oyl < il =
|
2 T—x0 T — Xg

< 400,

In altri termini, la retta tangente a I' nel punto Py (xo, f (zo)) esiste e non si dispone
parallelamente all’asse v, se e solo se la funzione e derivabile in zy. In simboli:

160] < g = |f (20)] < +o0 (35)
Inoltre:
0y = arctan [’ (zq) <= [’ (z0) = tan b (36)

Conclusione 8 La derivata della funzione f (x) nel punto xo ¢é il coefficiente angolare mq
della retta tangente alla curva I')y = f (x). L’equazione della suddetta retta tangente é:

y = f(xo) + f (z0) (x — 20) (37)

XKk

Nel caso speciale in cui f'(zg) = 0, la retta tangente ¢ parallela all’asse x (figura 7).
A titolo di esempio consideriamo la funzione f (z) = x3. Poniamo xy = 2, x = 4, per cui:

Troviamo per tale coppia di punti:



Af =56; Ax =2

La retta secante ha equazione:

100
80 1
60 1
40 71

20 7

Se immaginiamo di diminuire 'incremento Az della variabile indipendente, la retta secante
s, ruota intorno al punto F, come risulta dalle figure 2, 3, 4, 5.

Yy
100 g
80 |
60 |
40 |
20 1
‘ X
1 2 3 4 5 6
Figura 2:

Nella tabella seguente sono riportati i valori numerici del rapporto incrementale Af al
diminuire dell’incremento Az della variabile indipendente.



100

80 [

60 [

40 |

20 [

Figura 3:

100
80 [
60 [
40 |

20 [

Figura 4:

100
80 |
60 [
40 |

20 [

Figura 5:



’AZE

|

[A
1 0.1 \ 12 61 |
[ 0.01 | 12.0601 |
[0.001  [12.006 |
1 0.0001 | 12.0006 |
| 0.00001 | 12.0001 |
[1x10°° [120 |
[1x1077 [12.0 |
[ 1x107°% [12.0 |
[ 1x107° [12.0 |
[ 1x1071°[12.0 |

Osservazione 9 La definizione di retta tangente consequente dalla definizione di derivata
e piu rigorosa di quella offerta dal semso comune, secondo cui una retta tangente interseca
una curva in un sol punto. Come controesempio per quest ultima definizione, si consideri la
funzione f (z) = sinx. La retta di equazione y =1 é tangente alla curva y = sinx. Orbene,
tale retta interseca in infiniti punti il grafico di sinx (fig. 6).

20

Figura 6: Grafico di f(x) = sinz e della retta y = 1, quale retta tangente a y = f (x) nei
punti Py (xk = 5 + 2km, 1) con k € Z.

XKk

Se invece la funzione ha in x( derivata infinita, la retta tangente e verticale, orientata verso

lalto [f’ (z9) = +00] o verso il basso [f’ (x¢) = —o0] (figg. 8-9). La sua equazione ¢ x = .
Infatti:

f/ (l’o) = +00 = 90 = +§

f/ (CC()) = —00 — 90 = —g



f HXoL ¢

Pux, f HXL
f HXL |

Xo X

Figura 7: Diagramma cartesiano di una funzione con derivata nulla nel punto z.

f HXoL |

X Xo

Figura 8: Diagramma cartesiano di una funzione con f’(xy) = +o0

y
X
f HXoL f
Y x
X Xo
Figura 9: Diagramma cartesiano di una funzione con f’(xy) = —o0
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PoHXq, T HXgl
f HXoL t

Xo

Figura 10: Diagramma cartesiano di una funzione con f_ (z9) # fi (z9). Precisamente:
| f1 (o)| < 400, 0 < f- (o) < [+ (20)

In entrambi i casi, la retta tangente attraversa il diagramma della funzione. 11 punto
Py (xg, f (x0)) ¢ un punto di flesso a tangente verticale.

XKk

In entrambi i casi: |f' (zo)| < 400, |f' (x0)] = +o0, il diagramma cartesiano della funzione
f () & comunque dotato di retta tangente nel punto Py (xg, f (x0)). Esaminiamo ora i casi
in cui esso ne e privo. Ad esempio, supponiamo che:

F (20) # . (o) con |f (w0)] < +00

In altri termini, la funzione non e derivabile in zy, ma ¢ derivabile a sinistra e a destra.
Preso ad arbitrio P (x, f (z)), ¢ facile rendersi conto che se P tende a Py, la corrispondente
retta secante s, tende a due rette distinte: t_ se x — zy, t4 se x — xj. Da cid segue che il
diagramma cartesiano e:

szlﬂrg, (38)

essendo:

My =f(z), <z
F2>y:f($),x>$0

Gli archi di curva I'; e I'y si raccordano nel punto Py in forza della continuita della funzione
f (@) (fig: 10)

Per quanto visto, non esiste la retta tangente a I" nel punto F,. Peraltro, e possibile definire la
semiretta tangente sinistra ¢_ e la semiretta tangente destra ¢,. Inoltre, t_ e ¢, si intersecano
sotto un angolo la cui tangente trigonometrica ¢ in valore assoluto ‘ I (o) — fL (a:o)‘ > 0.
Tale circostanza suggerisce di denominare Fy, punto angoloso del luogo geometrico I'.
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Esempio 10 Provare che il grafico della funzione
f(x) = Inz] (39)
ha un punto angoloso in Py (1,0)

Soluzione 11 FEsplicitiamo il valore assoluto:

[ Inz, ze(1,+00)
I )= { —Inz, =€ (0,1] (40)
Le deriwvate:
Inz 0 g 1
P=lm T =g T e =
Inx 0 x 1
(1) =-1 =—=lim-=-1
fﬁ ( ) rigl*x —1 0 xigl*l’
Abbiamo una semiretta tangente a destra di equazione:
y=x—1
e a sinistra:
y=—x+1
1l grafico ¢é riportato in figura 11
Esempio 12 Si consideri la funzione
x
I — 0 41
fx)=1,2=0

Provare che Py (0,1) é un punto angoloso della curva I')y = f (z).

Soluzione 13 Iniziamo col verificare la continuta della funzione (41) nel punto xq = 0.
Abbiamo:

O+
I 1t =140t =1%
Jm fle) =1+ e =10
I 140 =17
Jm f@) =14 gy =10 !

donde:
limf (z) = f(0) = ( f(z) é continua in xy = 0)

z—0

La derwata sinistra in xg:

: fla)—F) . 1 _ 1 _
/= (0) _xlirg—f _xlggl—l—i—exp(l/x) 1+ (—o00) !

/ T f(l‘)—f((])_ 1 _ 1 _ 1 _
+(0)= mlgél+ T B mlgél+1+exp(1/x) 14 (+00) 4o 0%,
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X
Figura 11: Diagramma cartesiano di f (z) = |Inz|
2 T T
15 i
> 1
05 | i
ok . '
-1 0.5 0.5 1

Figura 12: Diagramma cartesiano della funzione la cui espressione analitica e data
dall’equazione (41)
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1 2 3 *

Figura 13: Diagramma cartesiano della funzione la cui espressione analitica ¢ data
dall’equazione (42)

donde l’asserto. Scriviamo le equazioni delle due rette tangenti.

y=1 semiretta tangente a destra

y=x+1 semuretta tangente a sinistra
1l grafico e in figura 12
Esercizio 14 Studiare la derivabilita della funzione:
f(x)=[z]+ x—z], = €0,+00) (42)

Esempio 15 Esercizio 16 Per la proprieta di [x], abbiamo:

essendo Ty la curva di equazione y = k + x —k e di estremi Py, (k, k), Qr (k+1,k+1)
(vedere figura 13).
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La funzione é manifestamente continua, ci aspettiamo una discontinuita della derivata nei

punti di ascissa intera. Infatti, iniziamo col determinare la derivata sinistra:

: . f(x) = f(n)
f= ) = lim == ——
_ hmn—l—l—\/x—(n—l)—n
T—n" r—n
N (a:—n)—l—l—lzg
T—n— r—n

0
_ im Ve—n)+1-1 (/(x—n)+1+1
r—n— r—n \/m+1
1

e=n~\/(x—n)+1+1 2
La derivata destra:
. f(x)—f(n)
/ — 1 JNT) S NS
o) = lm ===
. n+vr—m-—-mn
= lim
r—nt r—n
) 1
= lim = 400

z=nt /T — N
Quindi la semitangente a sinistra nei punti P, (n,n), é:
1
y=n +3 (:E - TL) s
2
mentre la semitangente a destra nei medesimi punti ha equazione:
T =z,
Per i particolari grafici vedere le figure (14)-(15)
Esercizio 17 Studiare la derivabilita della funzione:

f(x)=[z] =z —[z], ©€]0,+00)

Soluzione 18 Grafichiamo la funzione. A tale scopo si osservi che

(43)

(44)



6.5

5.5 6 6.5 7 X

Figura 14: Diagramma cartesiano della funzione f (z) = [z] + \/x — [z] nell'intervallo [5, 7].

X

4 5 6 7 8

Figura 15: Diagramma cartesiano della funzione f(x) = [z] + y/z — [z]. La funzione &
ovunque continua, mentre la derivata prima e discontinua nei punti di ascissa intera.
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R N WA O N0 ©

X

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 16: Diagramma cartesiano della funzione la cui espressione analitica ¢ data
dall’equazione (45)

donde il grafico di f () é:

essendo Ty la curva di equazione y = k — /& —k di estremi Py (k, k), Qr(k+ 1,k —1)
(vedere figura 16).

Da cio vediamo che la funzione ha una discontinuita di prima specie in x, = n. Per
dimostrare scriviamo 'espressione analitica della f (x) a destra e a sinistra per ogni n.:

f@y)=n—1—y/z—(n—1),z€ (n—1,n)

f@)=n—-va—n, v€mn+l)
Quindi:
f(n_):xl_iglif(x):iigrll[n—l— x—(n—l)}:n—Z
f (n*) = i f () = lim [0 — V&= 7] =,

percio x, = n € un punto di discontinuita di prima specie; il salto di discontinuita € s (n) =
+2.

La funzione non e derivabile in x, = n, in quanto non é possibile determinare il va-
lore assunto in tali punti, possiamo pero determinare la derivata a destra e a sinistra

17



4.5¢

X

5.5 6 6.5 7

Figura 17: Diagramma cartesiano di f (z) = [¢] — \/& — [z] nell'intervallo [5, 7].

rispettivamente.

f’_(n):limin_l_ x—(iz—l)—(n—2)
T—n X n
~ im 1—\/a7—(n—1)'1+\/:17—(n—1)
 eone r—n 1"‘«/1’—(’”—1)
. 1 1
:_JES*Hm_ 2
, . n—yr—n-—n 1
71 (n) = tim 2

= — lim

z—nt r—n z—=nt /T — N

Dalle (46) vediamo che in ogni punto x, la derivata sinistra ¢ —1/2, la derivata destra é
—o0. Per linterpretazione geometrica vedere la figura 17.

(46)

= —0

I due casi precedenti si specializzano quando entrambe le derivate sono infinite e di segno
opposto. 11 grafico della funzione si decompone ancora attraverso la (38) e 'angolo tra le
due semirette tangenti € in valore assoluto pari a 7. Il punto F, ¢ chiamato cuspide della
curva I'.

okok

Se il rapporto incrementale non e regolare a sinistra o a destra (o entrambi), significa che
intorno a xy compie infinite oscillazioni che non si smorzano.

Esempio 19 Sia:

.CESiH%, x#0
o ={ " (a7)

Il rapporto incrementale della (47) relativo al punto o = 0, e:



f HXoL |
X
Xo
Figura 18: Diagramma cartesiano di una funzione con f_ (o) = +o00. fi (z9) = —00.
y
f HXoL |
X
Xo
Figura 19: Diagramma cartesiano di una funzione con f_ (xg) = —0o. fy (x9) = +oc.
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Come ¢ noto, la funzione sin (z™) non ¢ regolare in xy = 0. Quindi il grafico della funzione
(47) € privo di retta tangente nell’origine.

Esercizio 20 Provare che il grafico della funzione:
f (z) = z arctan (é) , x#0 (48)
f(x)=0, =0
ha un punto angolo nell’origine. Scrivere quindi le equazioni delle due semirette tangenti.
Soluzione 21 Iniziamo col verificare la continuita di f (x) in xo = 0. Risulta:

lim f(z) = limO-g:O

z—07F z—07F
T
]-. - 1 ) <__> - ’

donde la continuita in xo. Possiamo quindi determinare le derivate:

70 = tim 2O =IO g retan (1) 4T

x—0+ x—0 20+ T 9
fL(0) = lim M = lim arctan | — | = —Z,
z—0~ x—0 z—0— T 2

donde l’asserto. Le equazioni richieste sono:

s
Y= E:C, semaretta tangente a destra

s
Yy = —533, semiretta tangente a sinistra

1l grafico e in figura 20

1.3 Differenziale

Sia f (x) una funzione definita nell'intervallo (a,b). Se la funzione ¢ derivabile in zy € (a, b):

I (zg) = lim — (49)
Nella (49) e:

Af = f(xo+ Az) — f(z0), (50)

che per un assegnato z, ¢ una funzione di Az. In tal modo Af (Ax) ¢ un infinitesimo nel
limite Ax — 0. Precisamente: un infinitesimo di ordine superiore a Ax, se f' (xg) = 0, dello
stesso ordine, se f'(xg) # 0. Inoltre, dalla teoria degli infinitesimi sappiamo che la funzione
lineare di Az:

p1(Az) = [’ (z) Az, (51)

20



-1 -0.5 0.5 1
Figura 20: Diagramma cartesiano della funzione data dall’equazione (48)

e la parte principale dell’infinitesimo Af. La differenza:

fi(Ax) = Af — ' (x0) Az, (52)
¢ un infinitesimo di ordine superiore a Az. Quindi 'incremento della funzione f (x) si
decompone:

Af = ['(zo) Az + f1(Ax) (53)
p-p infinit. sup.

Definizione 22 La parte principale py (Az) dell’infinitesimo Af, ¢ il differenziale della
funzione f (z) nel punto xq e si indica con df :

df def "(zo) Az

L’arbitrarieta del punto zy implica:

Af =[x+ Ar) - f(x) (54)
df = ' (z) Az
Osservazione 23 Se f (z) = z, la seconda delle (54) si scrive:
dv = Ax

In altri termini, il differenziale della variabile indipendente coincide con il suo incremento.
Quindi la seconda delle (54) diventa per qualunque funzione f (x) derivabile:

df = f'(z)dx (55)
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f HX+DXL

f HXL |
X
Utilizzando la notazione di Landau?®, la (53) si scrive:
Af =df +o(dx) (56)
Per quanto detto:
. o(Az)
Alggo Ar 0

Applicando la definizione di limite:

Ve>0,30.>0:0< Az <. = |o(Ax)| < e |Az]

In altri termini, intorno al punto Az = 0 & definitivamente |o (Az)| < €|Ax|, per ogni € > 0.
Tale circostanza ci permette di trascurare nella (56) il termine di ordine superiore o (Az) in
un intorno sufficientemente piccolo di Az = 0. Abbiamo percio I'uguaglianza approssimata:

Af = df, (57)

valida per |Az| < J.. Nel limite di validita della (57), l'incremento Af della funzione
f (x) risulta essere una funzione lineare dell'incremento Az della variabile indipendente.
Tale approssimazione € percid nota come linearizzazione della funzione f(z) ed ha
un’interpretazione geometrica immediata. Indichiamo (figura 1.3) con M un generico punto
della retta tangente nelle immediate vicinanze del punto P (z, f (z)). Il differenziale df si
indentifica con yy, — f () quando Pascissa di M assume il valore x + Az.

3Se g (z) & un infinitesimo di ordine superiore a h (z), si scrive: g = o (h). Se invece & dello stesso ordine:

g=0(h).
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1.4 Regole di derivazione

Sia f (x) una funzione derivabile in X C R. Dalla (55):

fa=2 (58)

Tale equazione esprime la derivata prima utilizzando la cosiddetta notazione differenziale.
Tenendo poi conto che y = f (z), si scrive:

dy
/ —_
fa) =22 (59)
Alternativamente:
F@) = 2 f @) (60)
dx
La (60) definisce 'operatore di derivazione, gia introdotto in una sezione precedente:
d
D= — 61
o (61)
Abbiamo:
Df (z) = f' () (62)

D & un operatore, quindi il significato della (63) &: il risultato dell’applicazione dell’operatore
D ¢ la funzione f'(x).

Nell'ipotesi in cui la derivata f’ (z) sia a sua volta una funzione derivabile in X (senza perdita
di generalita), e possibile definire la derivata di f’(x) ovvero la derivata seconda di f (x):

D(f'(x)) = f"(x) (63)
Tenendo conto delle equazioni (23)-(24), ¢ possibile definire 'operazione di derivazione n-
esima:

D () = £ (x) (64)
Evidentemente:
d?’l
D= — 65
e (65)

Definizione 24 La funzione f (z) ¢ indefinitamente derivabile in X se ¥n € N, 3f™ ().

*okok

L’operatore (63) ¢ lineare:

e Se f(z) e g (z) sono due funzioni derivabili in X:

D(f(x) +g(x)) = Df (x) + Dy (z) (66)
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e Per ogni A € R:
D (Af () = AD(f (x)) (67)

Applicando la definizione di derivata, si dimostrano le seguenti regole di derivazione:

e Derivata del prodotto?.

D(f(z)g (@) =f(x)g(x)+ f(2)g (x) (68)
e Derivata del rapporto.
pl ) _ 1 @) I @)d @) )

e Derivata della reciproca.
Ponendo f (z) = 1 nella (69):

1 g
P50 T Tyl
o cio che ¢ lo stesso: 1 f ()
T@ T TP "

e Derivata della funzione composta.

Se x =z (t), allora f (x (t)). Applicando la definizione di derivata, ¢ facile convincersi

che:
d ) — df (z) dx

it (z(t) = de  dt

XKk

(71)

Applicando la definizione di derivata e possibile determinare le derivate delle principali
funzioni lineari. Riportiamo di seguito tali derivate:

d .n n—1 d

T =nx et =€

% m:ﬁ,(x>0) glnx:%, (x> 0)
disinx:cosx %logamzmlia:bgTae, (x >0,a>0)
- COST = —sinx 2= sinhz = coshz

% tanx = COSI% % coshz = sinhz

%cotx' = —Smg:f %tanhx = Cosi%

% arcsinx = Fxf’ (lz] < 1) §c0th‘x = —@

% arccos ¥ = — =, (Jx] < 1) §Arcsmh:c = Vi
Jrarctane = 17— ipArccoshs = ==, (z > 1)
%axrccotf = —1+1x2 %Arctanhx = %ﬁ, (lz] < 1)
a® =a"Inx J-Arccothr = ———, (|z] > 1)

4In tal senso la (66) esprime la regola di derivazione della somma due funzioni, immediatamente
generalizzabile a n funzioni.
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1.5
1.5.1
1.

10.

Esercizi proposti
Introduzione

Determinare la velocita media di variazione della funzione f (z) = z* nell'intervallo
la,b]. Si consideri a =1, b = 4.

. L’equazione oraria del moto di una particella ¢ s (t) = 2t? + 3t + 5, essendo ¢ il tempo

espresso in secondi, e s l’ascissa curvilinea espressa in centimetri. Determinare la
velocita media nell'intervallo di tempo [t1, 5] con t; = 1s, to = 5s.

Determinare in « = 1 il rapporto incrementale della funzione f (z) = 2. Graficare il
rapporto cosi ottenuto su carta millimetrata.

Sia T (t) la temperatura istantanea di un corpo in un ambiente a temperatura piu in
bassa. Dare la definizione di: 1) velocita media di raffredamento; 2) velocita istantanea
di raffredamento.

Si modellizzi una barra non omogenea attraverso un segmento di lunghezza L. Intro-
ducendo un riferimento cartesiano della retta contenente tale segmento, risulta che la
massa della barra ¢ una funzione m (z) con = € [0,L]. Determinare: 1) I'espressio-
ne della densita lineare media nell’intervallo [z, x + Axz]; 2) l'espressione della densita
lineare in = € [0, L.

Assegnata la funzione f(z) = z(z —1)°(z —2)° e i punti z; = 0,25 = 1,25 = 2,
determinare (applicando le regole di derivazione) [’ (x1), f' (z2), f' (x3).

. Sia f(x) = 23. Come & noto, tale funzione ¢ definita in R. Determinare in punti

reR: () = f (2).

Una particella si muove con equazione oraria s (t) = 2e™*, essendo ¢ il tempo espresso
in s, e s 'ascissa curvilinea espressa in cm. Determinare: a) la velocita della particella
a t; = 3s; b) lascissa s (t) dopo un tempo infinitamente lungo.

Scrivere 1'equazione della retta tangente alla curva y = sinz nel punto (7, 0).
Assegnate le due funzioni:

filz) = % (@) = 22

scrivere le equazioni delle rette tangenti alle curve I'1)y = fi (x), I'y)y = fo(x) nel
punto Py = I'y N T'y. Determinare poi la misura in gradi dell’angolo tra le suddette
tangenti.

1.5.2 Differenziale

1.

Assegnata la funzione:
f(z)=32"—x

Determinare il differenziale di f nonché 'incremento Af per z = 1, Az = 1072
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2.

3.

4.

Indicando con x la misura del lato di un quadrato, la sua superficie sara data da:
S (z) = 2?
Determinare il differenziale e I'incremento della funzione S (x) dandone un’interpreta-

zione geometrica, determinando poi gli eventuali valori di x per i quali nel limite per
Az — 0, 'incremento AS non ¢ equivalente al differenziale dS.

Si dimostri che nel limite per |Az| — 0:
Vr+Ar =2z + ——
Vir+Ax o Jr+

\/— (72)

36/?

Un resistore R ¢ attraversato da una corrente di intensita /. Determinare approssima-
tivamente la variazione dell’intensita di corrente causata da fluttuazioni di R.

1.5.3 Derivazione di funzioni algebriche

1.
2.

f
f
- f
f

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

(r) =az* +bx +c
(r) = 2° + 521 — 1022 + 6
() = — 2
(t) = at™ + btm+n
s(t) = (12 —3)*

1) =4+ 2x — 32? — 5x® — 8zt + 92°

x):x5—4x3+2x—3

= 2212 4 6al/3 — 223/2
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17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.
29.

30.
31.
32.

33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.

41.
42.

43.

s T S e S s T N e e O e

[\)
8
@
+
—_



Po
f HXoL t

X

T S N

Figura 21: Diagramma cartesiano della funzione f (x).

1.5.3.1 Applicazioni geometriche

1.5.3.1.1 Definizioni Sia f (z) una funzione definita nellintervallo [a,b]. Supponiamo
che la funzione sia ivi derivabile.

Assegnato il riferimento monometrico ortogonale R (0zy), indichiamo con I' il diagramma
cartesiano della funzione. Preso ad arbitrio zq € [a, b], consideriamo il punto Py (g, f (x9)) €
I'. Quindi tracciamo la retta tangente e la retta normale a I" in Py (vedere fig. 21).

Le equazioni delle suddette rette sono:

y = f(xo) + f (w0) (x — x0) (73)
1
ny(xo)—m(x—%)

Cio premesso, abbiamo la seguente

Definizione 25 S; = TS = lunghezza della sottotangente
Sp = SN = lunghezza della sottonormale
n = PyN = lunghezza della normale.

Risulta:
m = |f ($0)|
RS |,
T_S - ’f ($0)|7

donde le lunghezze sopra definite si esprimono in funzione di f (z¢) e di f’ (zo):

. / (xo)
St - ‘f’ (1‘0) (74)
Sy = ’f(Io) f/ (I0)|
n=|f (zo)| \/1 4 f (w0)?
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. Assegnata ’equazione:
22— ay+y? =27, (75)

esplicitare la variabile y, ottenendo l'espressione analitica di due funzioni f; (z), f2 (z).
Determinare le coordinate dei punti in cui la retta tangente e: a) parallela all’asse z;
b) parallella all’asse y.

. Assegnata la curva I' di equazione y = f (z) con:

f(z) =% — 222 + 4,

scrivere le equazioni della retta tangente e della retta normale a I' in Py (xg = 2,30 = 4)

. Assegnata la curva di equazione:

2+ 3zy +y° =5, (76)

a) determinare i punti P nei quali la retta tangente e parallela all’asse x; b) scrivere le
equazioni della retta tangente e della retta normale in Py (zg = 1,y = 1).

. Si consideri 'ellisse I' di equazione:

42 + 9y = 40 (77)
Scrivere le equazioni delle tangenti a I' con coefficiente angolare my = —2/9.
. Scrivere I'equazione della retta tangente tracciata dal punto P; (x; = 2,y; = —2) all’i-
perbole I' di equazione:
2 —y? =16 (78)

. Assegnate le curve I'y) y = f1 (z) e I'g) y = fo (z) con:
fi(x) =2 +22* — 4z +5 (79)

2
f2(96):§x3—|—3:c2—a:—1,

scrivere le equazioni delle rette parallele all’asse y passanti per i punti di I'y tali che le
rispettive tangenti sono parallele.

. Assegnata la parabola:
y* = 2pz, (80)

dimostrare che I'equazione della generica retta tangente e

y:mx—l—B, per m # 0
m
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8. Assegnata la curva y = f (z) con:

_5—235
=1

f (@) (81)

determinara la lunghezza della sottotangente, della sottonormale e della normale in
Py (xq, f (x0)) essendo zy = 2.

9. Determinare I’angolo acuto sotto cui si intersecano le due curve:

Iy) y* =4z
[y) 222 = 12 — 5y

10. Assegnate le curve I'y)y = fr (z) con k =1,2 e:

fi(z) =2®+2 (82)
fo(x) = 22° + 2,
provare che esse hanno una tangente orizzantale in comune nel punto P; (1 = 0,y; = 2)
e che nel punto P (zg =2,y = 10) € I'y NI’y le tangenti formano un angolo =
arctan 4.

11. Si consideri la curva di equazione y = 22 + 1222 + 52 + 9. Si determinino le coordi-
nate cartesiane dei punti di tale curva in cui la retta tangente passa per l'origine del
riferimento cartesiano.

12. Assegnate le circonferenze:

)2 +y? —dr =0, ) 2° +y* =8, (83)

determinare I’angolo acuto di interesezione.

1.5.4 Soluzioni
1.5.4.1 Introduzione

1. La velocita media di variazione e il rapporto incrementale:

f(b)—f(a)_b4—a4_ 2 2
R = (1*+a*) (b+a)

Pera =1, b= 4:
f(b) — f(a)

- =85

(a,b)=(1,4)

2. La velocita media della particella ¢ il rapporto incrementale della funzione s (t). Ab-
biamo:
As = s(ty) —s(t;) =70 —10 = 60
L’incremento della variabile indipendente e At = t5 —t; = 48, donde la velocita media:

A
Ki =15cm-s*
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3. Lincremento della funzione é:

Af — 2:):+Am _ 9% _ 9T (2Am . 1)

Il rapporto incrementale:

Af_zgﬁx—l
Az Ax

Afy 2o
Az) . Az’

4. La velocita media di raffredamento ¢ il rapporto incrementale della funzione T (t):

Nel punto z = 1:

il cui grafico ¢ in figura 3.

AT T (t+At)-T(t)
At At ’

mentre la velocita istantanea di raffredamento ¢ la derivata di 7' (¢) che viene indicata
con il simbolo T (¢)°. Quindi:
: AT
T(t) = lim —
®) Atso AL
5. La densita lineare media ¢ il rapporto incrementale di m (z) relativo all'incremento

Azx. Quindi, la sua espressione é:

am
Ax
La densita lineare ¢ la derivata di m (x):
. Am
Pl = I Re e

5Si legge T punto. E utilizzato il punto al posto dell’apice ogni volta che la variabile indipendente ¢ il
tempo t.
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Esprimendo m in g, e la lunghezza in cm, la densita (84) risulta essere espressa in g -
—1
cm” .

Utilizzando la notazione differenziale:

d
pla) =
Quindi:
dm = p(z)dx (85)

La (85) ha una semplice interpretazione fisica: p (x) dz ¢ la massa elementare contenuta
nel segmento infinitesimo di estremi x e x + dx.

. Risulta:
f(x) =2(x—2)% (32 — 827 + 62 — 1)

Quindi:
f(0)==8f(1)=f(2)=0

. La derivata prima e:
f'(z) =327

La richiesta é:

le cui soluzioni sono:

x1 = 0 (molteplicita 2)

T — 3
. La velocita e:
5(t) = —2e"
At = tli 9
S1 = S (tl) = —g
La posizione della particella a t = +o0:
Seo = lim s(t)=—21lim e " =0
t——+4o00 t—4o00

Da cio segue che la particella si muove nel verso delle ascisse decrescenti impiegando
un tempo infinito a raggiungere 1’origine delle coordinate.

. La derivata ¢ f’(z) = cosz, da cui mp = —1. Quindi 'equazione della tangente:

r+y—m=0
Il grafico ¢ in figura 9.
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Figura 22: Grafico di I')y = sinx e della retta tangente a I" in (7, 0).

10. Determiniamo le coordinate del punto Py (xq,yo) = 'y N Ts.

9 1
rT=—<=zx=1
T

Quindi & P, (1,1) .Le derivate sono:

!/ 1 /

fi(z) = el fa(x) =2z
Da cui i coefficienti angolari delle rette tangenti:
my = —1, mo = 2

Le misure in radianti degli angoli tra I'asse = e le singole tangenti (1, t5):

0, = —%, 0, = arctan 2
La misura in radianti dell’angolo tra tie t5 :

Al =0y — 0, = arctan2+£

In gradi:
Af =108° 26".1

Il grafico ¢ in figura 10.
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0.
X
1.5.4.2 Differenziale
1. Risulta:
Af = [z +Ar) = f(x)
= [3(z+ Az)® — (z + Az)] = (32® — z)
Quindi lo sviluppo di Af nelle potenze di Ax e
Af = (6z —1) Az + 3 (Az)?
donde:
df = (6z — 1) Ax
Per x = 1, Az = 1072
df =5x 1072, Af =5x 102+ 3 x 107"
Il grafico ¢ in figura 23.
2. L’incremento di S (z) e:
AS =8 (z+ Az) — S (z)
= (4 Az)® — 22,
Quindi lo sviluppo di AS nelle potenze di Ax e
AS = (2z) Az + (Az)? (86)

Il differenziale:
dS = 2z Az

L’interpretazione geometrica e in 24.
Dalla (86) segue che per x = 0, &:
AS = (Az)®

Quindi per z = 0 la funzione S (z) non ¢ linearizzabile.
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0.85 0.9 0.95 1.05 1.1

Figura 23: Grafico di f () = 3z? — x, con retta tangente nel punto P (z =1,y = f (1)).

Figura 24: 1l rettangolo azzurro ha lato di misura x, quindi superficie S (x) = z%. Se la
variabile indipendente varia da x a x + Ax, la superficie varia di AS = 2xAx + (Ax)z. La
grandezza 2zAx € la somma delle superfici in grigio, mentre 'infinitesimo di ordine superiore
(Az)® & la misura della superficie del rettangolino verde.
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3. Iniziamo con la prima delle (72), ponendo:
f(x) =V,

il cui differenziale ¢:

Ax

df:m7

donde:
Af o —— per |Az| — 0

cioe la prima delle (72). Per la seconda, poniamo:

il cui differenziale é:

o — Ax
9=39z
donde: A
x
Ag =
9230
ciot la seconda delle (72).
4. Per la legge di Ohm:
LT
=5
essendo V' la differenza di potenziale ai capi di R. Abbiamo:
Vv dR
dl = ——dR = —1—
R? R’
donde nel limite per AR — 0:
I
Al =« ——AR
R

1.5.4.3 Derivazione di funzioni algebriche

1. f'(z) =2ax+0b
2. f(z) = bzt + 2023 — 202 = 5z (2% + 422 — 4)
3. f'(x) = 159”
4. f' (z) = amt™ + (m + n) b=
="

“tam +b(m + n)t"]
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. [ (z) =2 — 62 — 152% — 3223 + 4521
(r) = bt — 1222 4 2
() = —3 + 22— 227
Cf(x) =6(1—5z)" - (=5) = —30(1—5z)"
() =4@Bz —23+1)° (3 —322) =12(1 — 22) 3z — 2 + 1)°
(2) = 5B+ 4w —a?) " (4 - 20) = 22
Jl@)=—5-5—a
f'(@)=—%

S f (m) = /2 4 9,72/3 _ 341/2

[ ()= 2012 4 6= 1/3 — 25732 — 43/,
f(z) = —273/2 — 22743 4 375/ 4 377/4
=—gn—ntanT o

' (x) =227 — 5232 — 374

f(x) = %gﬁl/Q _ %xl/Q _ 32

__91/3,.2/3 1 .—1/2

M) =31/32,-1/3 _ L1 1
fiw) =375 V52V
_ 2 1

%+2 513

- f (SL’) = xp+%; f (:c) = (p + m) PRl — (p—i— %) L ypm/n @xp_l{’/x_m

=

() =— (p+ %) ()1 _%
@)=t = g

. f (l‘) = —$_3/2 _ 21.—4/3 — —]3_3/2 (1 + 2$1/6) _ _1_;2?5;/6

'f/<x):x/%+\%5:1\j%§

') =
. f/ (CE) =2z (1 —2:[2)2 (23+8x2)
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

—2(3+22)—2(3— 24
J(x) = +(3+)2x)g :
12
(3+2z)?

b(a1+bi1x)—b1(a+bx
f(z) = (1+(;1+)b1;)(2+ )

— _aib—aby
(a1+b1m)

, _ 2(22-52+5)—(22-5)(22+3)
f (x) - (z2—5z+52)
222462—25

(z2—5z+52)°

fllo)=-gr + =

2z—1)

(121'5
[(@) = \/fzm

_ T 4 1 _ 5t
f'(x) =5 (1+_z) (+2)° ~ (142)°
f(x) = 422 — z + 222 2% = $(82__5;)

/ _ — P) (—4z) _  3—422
flx)=v3—-222+x =

2v/3—2z2
2(z—1
1 (z) :\/x2—2x+2+(x—l)ﬁ
_ 22%2—42+43
T V22242
o P S 1
f'(@) =3 v 2V g fe(1eva)
a2 (=82)
f/ (I) _ 1_4z2_x.2\/1i412 1
o 1—4z2 T (1-422)3?
_ 1
f/ (I‘) - 9, [z=1
x+1
F(x) = 2z (22 + 3)° (223 — 5)° (1723 + 272 — 20)

o 21(3712)+2m(12+2) . 10z

.f/ (‘T) - (3712)2 - (3,332)2
3 3.2(9.3 2(,3 3
_ s 1 \° 322(20%4+1)—622(a3—1) 36,2 5_q
f, (CL’) =4 <2€;3+1) (223+1)2 - (2:):3z+1) <2x23+1>

1.5.4.4 Applicazioni geometriche

1.

Scriviamo la (75) nella forma:

v —ay+2® —27=0,

che risolta rispetto a y:

1
v=3 x + V108 — 3x?
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-6 X
Figura 25: Grafico di I'y) y = fi (z).
Abbiamo percio le due funzioni:
1
fil@) =5 [x V108 - 31;2} (88)
1
fal@) =3 [x — V108 = 3932}
entrambe definite in X = [—6,6]. Indichiamo con I'y) y = fx (x) 1 grafici di singola
funzione. Le dervate sono:
1 3z
() == |1 — —— 89
R =5 |1~ ey 89

, _1 3z
f2(2) = 2 {1 * V108 — SxQ]

La derivata f] (x) si annulla in z; = +3, pertanto la retta tangente a I'; ¢ ivi parallela
all’asse x. La derivata f} (x) si annulla in x5 = —3, pertanto la retta tangente a I'y €
ivi parallela all’asse x

Dalle (89) vediamo che per |z| — 6, | fx (x)| — 400; quindi nei punti z} = +6, z}, = —6
la retta tangente ¢ parallela all’asse y. Il grafico e in figura 1.

. La derivata della funzione f (z) é:

f'(z) = 32> — 4,

che in zg = 2 assume il valore f’(zg) = 4, per cui il coefficiente angolare della retta
tangente t a ' nel punto Fy € my = 4. Il coefficiente angolare della retta normale nel
medesimo punto é:



f HXoL |

Figura 26: Grafico di I') y = 23 — 222 + 4 e delle rette t, n.

da cui le equazioni delle rette t e n:
t)dr —y—4=0
n)r+4y—18=0
Il grafico ¢ in figura 26.

. Esplicitando la variabile y nella (76):

Lh)y = fe(x), k=1,2

essendo
1
fi(r) = 3 [—3:1: + /5 (a2 —1—4)}
fﬂ@:lﬂax— 527 +4)]
2
le derivate:
, 1 oT
z) == |-3+ ———
#r) =3 5 (22 + 4)

Risulta:
fr e R: fi () =0,
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per cui:
AP €T, : la tangente a I'j, in P & parallela all’asse

Le equazioni richieste:

th)y=2-u
n)y=xa
1 3
t)y=—4+=[144/=)(@-1
) +2<+ 35)<:c )
2(x—1
ns) y=—4-— ( )
14+ 4/55
4. La (77) ¢ equivalente a:
R
Sl (90)

essendo a = /10, b = %\/ 10, il semiasse maggiore e il semiasse minore, rispettivamente.
Per scrivere le equazioni richieste, differenziamo rispetto a x, primo e secondo membro
della (90):

2y

2x
de + 2 dy =0,
da cui:
dy 4z
dr 9y

Indichiamo con (zg, ) il punto di I in cui la retta tangente ha coefficiente angolare

mo = —2/9. Deve essere:
dy . 4 Zo . 2
dr ) ... 9y, 9

Otteniamo quindi:

Yo — 220 =0 (91)
Inoltre:
x(% ?J(Q) 2
(xo,yg)el“:>p+b—2:1<:>xo—1=0 (92)

Le (91)-(92) compongono il sistema:

2.’L’0 — Yo = 0 (93)
mg +0=1
Le soluzioni di (93) sono:
(20, 90) = (1,2) (94)

(ZL“E), y(,)) = (_17 _2)
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Figura 27: Grafico di T') 422 + 9y? = 40 e delle rette t..

Le equazioni delle tangenti a I' per i punti (93) sono:

2 20
ty) y = ¥ T 9

Il grafico e in figura 27.
. Differenziamo rispetto a x primo e secondo membro della (78):

xdxr — ydy = 0,

donde:
dy «x
de vy
Se my e il coefficiente angolare della tangente t:
Lo

mo = —
Yo

(96)

essendo (g, yo) le coordinate di Py =t NT. L’appartenenza di tale punto a I' implica:

x% —yg = 16,

che a sua volta implica:
To+ Yo # 0

Osserviamo che P; (x1 = 2,y; = —2) € t, donde:
y+2=mpy(x—2)
D’altro canto Fy € t, donde:
Yo+ 2 =mg (o — 2)
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Yo=3

Figura 28: Grafico di I') 22 — y? = 16 e della retta t.
Sostituendo nella (100) il valore di m dato dalla (96):
Yo — w5 +2(yo + x9) =0 (101)

Tenendo conto della (98), 'ultima equazione equivale a:

Le equazioni (97)-(97) compongono il sistema:

Te—ys =16 (103)

350—?/0:2a

che ammette 'unica soluzione:

da cui 'equazione di t:
y=3+=(z—5) (104)

Il grafico ¢ in figura 28.
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-10¢t

Figura 29: Grafico di I'y e I'y nellintervallo [—3, 1]

6. Derivando le (79):

fi(z) =32+ 42 — 4 (105)
fy(x) =22° + 62 — 1

Le ascisse dei punti P € T’y tali che le rette tangenti rispettivamente a I'y e I'y risultano
parallele, sono le soluzioni dell’equazione:

filz) = f3(x), (106)

le cui soluzioni sono:
ro=—1,25=3

Quindi le equazioni richieste sono:
T =Ty, T =1
Il grafico € in 29 - 30

7. Differenziamo rispetto a « primo e secondo membro della (80):

ydy = 2pdx,
quindi:

Z—z _ % —m (107)
L’equazione della retta tangente e:

y = %x +n (108)
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45|

35}

/}'é/ xo'| =3 3.5 4

Figura 30: Grafico di I'y e I'y nellintervallo [2, 4]

Risolvendo la (108) rispetto a n:

donde:

Il grafico ¢ in figura 31.

8. La derivata di f (x) e:

In zg = 2:

Sostituendo nelle (74):

1 1
St—‘_—g‘—g
Su=11-(-3)| =3
n = V10
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0.5 1 1.5 2 2.5 3

-10+

-20+

Figura 31: Grafico di I') y* = 2pz.

9. Determiniamo innanzitutto le coordinate dei punti di interesezione di I'y, I's; occorre
risolvere il sistema:

v =4z
22% = 12 — by,
le cui soluzioni sono:
(1,2),(4,—4)

Quindi i punti di intersezione sono:

Pl(xl:1,y1:2),P2(x2:4,y2:—4)

L’angolo « sotto cui si interesecano le curve altro non e che ’angolo tra le rispettive

rette tangenti, donde:

tan o = M, (109)
1+ mime

essendo my, i coefficienti angolari delle tangenti. Per il calcolo di my, poniamo:

12 2,

fi(z) = 2/, fo(z) = -2V, g(z) = 5 gz (110)
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3,
Py
Yip - === =2
|
|
|
|
1 |
|
|
|
. 1 . .
0.5 %1 1.5 2 X
Figura 32: Intersezione in P (x; = 1,y; = 2).
Da cio segue:
fi@m)=1=m
4
g (v1) = 5T ma,
che sostituiti nella (109):
tana =9 = a = 83°.7
Nel punto Ps:
, 1
[y (z2) = 5T M
16
g (r2) = 5 =
L’angolo di intersezione e:
27
t = — = [f=x46°.1
an (3 2% Ié]
Il grafico ¢ in figura 32 - 33
. Deriviamo le (82):
fi(z) = 3a”
fo () =4
In z; = 0 si annullano entrambe: fi(z1) = f5(22) = 0: a = arctan {12 =

arctan 0 = 0. Nel punto x5 = 2:



11.

Figura 33: Intersezione in Py (x5 = 4,y = —4).

donde:
my— my
B = arctan ————
1+ mim;
= arctan —
97
Poniamo:
def

f(x) E 22° + 1322 + 52 + 9,

la cui derivata é:
f'(z) = 62> + 262+ 5

Nel punto (§,7) € I')y = f (), il coefficiente angolare della retta tangente e:
m = 662 4 26£ + 5
L’appartenenza di (§,7) a I" implica:
=263 + 1362 + 5649
L’equazione della retta tangente per 'origine e:
t) y =mzx

D’altro canto (£,7) € t, donde:
n=mg
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Pll ————————— VYrt

|

| 50+

|

[
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[

| 30+

|

[

| ys — P

| |

[ P2 [

[ 10L [

[ [

[ [
‘ | ‘ ‘ | ‘
-4 X1 -2 X2 x, 1.5

Figura 34: Grafico di ') y = f (x) e delle rette tangenti passanti per 1'origine.

Le (112)-(113)-(114) compongono il sistema:

26° + 132 + 56 +9 =17 (115)
6£% 4+ 26 +5=m
n
£:_7
m

Eliminando le variaibili m,n in (115):

418 4+ 13 —9=0«<= (£+1) (482 +9¢-9) =0,

le cui soluzioni sono:

3
T :—3,513'2: —1,32'3: Z (116)
Il grafico ¢ in figura 34.
12. Le (83) possono essere rappresentate dalle funzioni:
fi(x) = —V—22+ 4z (117)
fo () = = f1(2)
g1 () = —V8 —a?
92 () = —g1 (z)



L’intersezione avviene nei punti Py (1 = 2,11 = —2), P» (2 = 2,y, = 2). Derivando le

(117):
file) = - ——
= Vidr — 2?
fo (@) = = fi (x)
g9 () = R 2
9 () = —g; (x),

ma 0
meo = 1
Quindi:
T
o= —
4
In Pzi
mi =0
my = —1
da cui: -
5=1

Il grafico ¢ in figura 35.

1.5.5 Derivazione di funzioni trigonometriche

1. f(z) =5sinz + 3cosz
2. f(x) =sinkx

3. f(x) = cosbhx

4. f(x) =2sin2x

5 f(z) =4cos3

6. f(z)=tan3z

7. f(xz) =4tanbzx

8. f(x)=;cot8z

9. f(x) =sinbz — cos 3z

10. f(z) =tanz — cotx
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Ny

Figura 35: Grafico di 7, e delle tangenti nei punti di intersezione.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

X
z
3
_ 1 4
X —ZCSC X
2
r)=x"sInx

sin x+cos x
sin z—cos x

Calcolare la derivata terza di f (z) = xsinz

Calcolare la derivata seconda di f (x) = tan? (3z — 2)

f(z)=sinx —zcosx + 2% +4zx +3
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25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.
35.

36.

I
@,
=)
S

/()

f () =sin?

f(x) = cos (1 —2?)
f(z) =cos (1 —z)
() = sin® (3z — 2)
f () = sin® (22 — 3)
f(z) =3 tanzsin 2z
f (@) = ooy

f (@) = iy

f(x) =2*sinz + 2xcosx — 2sinw
Siay (z) = Asinkx+ B cos kz, essendo A, B, k costanti. Mostrare che la funzione y (x)
e soluzione dell’equazione differenziale:

d?y

T2 + Ky =0

Assegnate le curve I') y = f1 (x), I'y) y = fo (x), essendo:

fi(x) = 2sin’x (118)

fo () = cos 2z,

si determinino gli angoli acuti di interesezione tra I'y e I'y nell’intervallo (0, 27).

1.5.5.1 Applicazioni

1.

In una data localita ad un certo istante l’angolo di elevazione del sole ¢ 45° e diminuisce
di 1/4 rad/h. Determinare la velocita di crescita dell’ombra su terreno orizzontale di
un palo alto h = 16 m.

52



1.5.6 Soluzioni
1. f'(x) =bcosz —3sinx

2. Osserviamo che per la regola di derivazione delle funzioni composte:

dix sin ¢ (z) = ¢' (v) cosz

Nel caso in esame: ¢ (x) = kx:

I (z) = kcoskx

3. f'(x) = —5sinbzx

4. f'(x) =4cos2x

5. f'(z) = —2sin §

6. f/ (I’) = cosg?):c

7‘ f/ (I) - c052205:v

8. f/ (ill') = _éllsin%Sm 8= _sing&p

9. f'(x) = 5cosbr + 3sin3x
10. f/ (I) — 12 .12 — sip22a:+cos22m = — 1 _ 1 _ 4

rcos?x (sin2z)2 T sin? 2z
3

11. f'(z) =2cosz — =3

cos?

12. f'(z) = =%

cos? x
13. ‘f/ (ZL’) - % <1 o 23:2) <sin2(Ii2x2)> = sin2(11:i212) =4z C0t2 (1 - 2$2)

14. f(x) = (cosv/a) " = f/ () = =3 (cos y/a) "+ (—sin/@) - 5z = 5o nVT
15. f (1‘) — (Sin Qx)—l/Z —

f'(z) = —1 (sin 20) ™% . 2. cos 2w = ——SB20_ — _ ot 22+/sin 20

(sin 2(13)3/2

16. f'(z) = 9L [cos %}_1 =9 (cos %)_2 (sin%) -3 = 3:;:22 = 3sin £ sec? £

(—1) (sin4z) 2 (cos da) = — coyix

sin? 4

17. f'(x)

18. f'(x) = 2zsinz + x? cosx

PN,

/ __ sinz-x—cosz __ xsinxzx—coszx
19. f'(z) = 2 = )

/ _ (cos — sin z)(sin z—cos ) —(cos x+sin z) (sin z+cos x)
20. f (I‘) = P 2
(sinx—cos z)
_ —(sinz—cosz)?>—(sinz4cosx)® _ —2sin2zx—2coslx __ _ 2
(sin z—cos z)?

(sin z—cos z)? (sin z—cos z)?
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21. f
22. f

23.

24.
25.

26. f
27. f
28. f
29. f
30. f

31.

32.

33.

34.

[ (x) =2sinx + 2x cosx — (2z) cosx + (x? — 2) sinx = z?sinx

)
f'(z) =sinx + xcosx
f'(x) =cosz + cosx —xsine = 2cosx — rsinx

" (z) =2cosz — xsinz = 2cosz — f ()

f"(x) = —2sinx — ' (z) = —2sinz —sinx — xcosx = —3sinx — zrcosx
6 tan(3x—2
f/ (l‘) = 2tan (3x o 2) ) 0052(§a:—2) = cos2((3:c—2))

f/’ (SL’) _ 18+2cos(3z—2) sin(3z—2)-18 tan(3z—2)
_ cos?(3z—2)

_ 184-365in?(3z—2)
- cos?(3z—2)

f'(x) = zsinz + 2z + 4z

(cos2) (=3) = =z cos (3)

—sin (1 — 2?) - (—2z) = 2zsin (1 — 2?)

f(z

) =
J(x) =
fl(z)=—sin(1—xz)°-2-(1—x)(=1) =2(1 —z)sin(1 — z)*
):
) =

f'(z) = 2sin (3z — 2) cos (3x — 2) - 3 = 6sin (3x — 2) cos (3x — 2) = 3sin (6x — 4)

f'(z) = 3sin? (2x — 3) cos (22 — 3) - 2 = 6sin* (22 — 3) cos (2z — 3)
= 3sin (4x — 6) cos (2z — 3)

Siamo tentati ad applicare la regola di derivazione di un prodotto. In realta la funzione
si semplifica:

1
f(x) = étanxsin 2

sinx .
= sin x cos x
coS T

= sin?z,

donde:

f'(z) =2sinzcosx

= sin 2z
(@) = D [(cos2) ™ — 117 = =23 [(cos 2¢) ™" — 1] ™% (cos 22) % - 2 - sin 2z
2
_ sin 2x __ __ 9 tan2zsec2zx
N cos2m[(cos2m)71—1]5/2 - (sec2z—1)°/2

/ 2 sec 2z (sec 2x—csc x sec )
f' (@) = >
(cot 22—1)

f'(z) =2wsinz + x* cosx + 2cosx — 2zsinx — 2cos T = 12 cosw
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35.

36.

La derivata prima e:

j—i =k (Acosx — Bsinkzx)
La derivata seconda:
@ = —k? (Asinkz + Bcos kr) = —k*y
dx? ’

donde lasserto.

Determiniamo innanzitutto le ascisse dei punti P € I'y N I'5. A tale scopo risolviamo
nell'intervallo (0, 27), 'equazione trigonometrica:

2sin’ x = cos 2z

Per le formule di duplicazione 1’equazione precedente diventa:
2sin’z =1 —2sin’z

Cioe: |
sinx = +—
2

Osservando che f; (x) e f2 (z) sono periodiche di periodo 7, ¢ facile rendersi conto che
le soluzioni nell'intervallo (0, 27) sono:

s 5 . 7 n 11
—, X9 = =T, Tz =T T= =T, T4 =T ™= —T
67 2 67 3 1 6 y L4 2 6

I =

Tali punti sono visibili nel grafico di figura 36, da cui vediamo che la simmetria delle
curve conserva l'angolo di intersezione nei punti Py (xy,yx) con k =1, ..., 4.

Le derivate di f; (x) sono:

fi(z) =4sinzcosz
f5(z) = —2sin 2z

I coefficienti angolari delle rette tangenti in Py (z1,y; = 1/2) sono:
mi = \/g, Mo = —\/g
Quindi angolo di intersezione é:

— 2
tan o = T me —V/3 = a = arctan (—\/§) = -7
1 + mimo

L’angolo acuto:

w3

Il grafico e riportato in figura 37.
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Figura 36: Grafico di f; (z) e fa (x) nell'intervallo (0, 27).

— X
X1 1
-0. 25}

Figura 37: Grafico di f; (z) e fa (x) nell'intervallo (0, 1).
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1.5.6.1 Applicazioni

1. Indichiamo con L (t) e « (t) rispettivamente la lunghezza dell’ombra e 1’angolo di ele-
vazione del sole al tempo ¢. Assumiamo come istante iniziale ¢ = 0, l'istante in cui
I'angolo e 7 /4:

a(0) = ap = 1 (119)
Sia h = 16 m l'altezza del palo. La lunghezza iniziale dell’ombra e:
h
Lo = =h 12
0 tan o ( 0)
A tutti i tempi:
h
L(t)=— 121
(t) tan a (t) (121)

Quindi la velocita di crescita dell’ombra:

L(t) = —% (122)

Dobbiamo determinare « (t) e & (t). Quest’ultima é:
1
a(t) =aday=—|a| = —Zrad/h (123)
Siccome & (t) =const, segue che a (t) ¢ lineare:
« (t) = 01 + Cgt

C e Cy sono costanti fissate dalle condizioni iniziali:

Cr=a(0)= 7
Cy = —|do|,
donde: -
a(t) = 10
per cui: . A
L(t)= Y (124)
Mentre L (t): r
L(t)= - (% - i) (125)

Si osservi che nelle (124)-(125) il tempo ¢ ¢ espresso in ore e varia in (0, 7). Risulta:

lim L (t) = lim+L (t) = +o0
t—m

t—nt

Il grafico di tali funzioni ¢ in figura 38.
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100

Figura 38: Crafico in scala logaritmica di L (¢), L (t).

1.5.7 Derivazione di funzioni trigonometriche inverse

1. f(x) = arcsin (2z — 3)
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.

z) = 2% arccos (2)

x
T

2 . J—
i + a” arcsin %
_ 2 : -
(x) = (z — a) V2ax — x? + a* arcsin (1’7")

15.

16.
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SHt L

R-yHt L

yHt L

gHt L 2gHt L X

Figura 39: Esercizio 1 di 1.5.6.1

1.5.7.1 Applicazioni

1. Un lampione L illumina un’arena circolare (fig. 39). Un ragazzo, partendo da B,

corre ad una velocita costante vy verso il centro dell’arena. Dimostrare che la velocita
dell’ombra lungo il contorno nell’istante in cui il ragazzo si trova a meta tra B e il
centro, dipende linearmente da vy ed € indipendente dal raggio dell’arena.

. Le estremita di un segmento AB = L = 5m scivolano sugli assi coordinati z e y di un
riferimento monometrico ortogonale R (Ozy). La velocita dell’estremita A & costante
ed ¢ pari a 2m-s~! . Determinare la velocitd di B nell’istante in cui I'ascissa di A &
xo = 3m (fig. 2).

. Il lato di un rettangolo ha una lunghezza costante ay, mentre I’altro lato cresce secondo
la legge: _
b(t) = b + bot,

essendo t il tempo, e by, bo costanti (lunghezza iniziale e velocita di crescita). Si dimostri
che nel limite per t — +o00, la diagonale cresce con la medesima velocita con cui cresce
il lato b.

1.5.8 Soluzioni

/ _ 1 _ 2 _ 1
L. f ($> o \/1_(290_3) T V4224 120—8  \3z—x2-2
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L
Xo
X
A
d
() = ﬁ@(&’f) = =
Cfl ()= ——1 4 (Lny— ___ 1 _ 1
f( ) 17(%1)2 dx (2 ) 2\/1_% Va—z2
d 2x
@) = rE ) =~k
P@) = T (30%) = £
_ 1 1-atlte (1-z)? l—z+l+a _ 1
. f/ (x) - _1+<ﬁ7z>2 (1_—:,)—; - _1+$2_2m+1+$2+2x (1;;)—5 — _1+$2
(@) =
_ 1 d (1+z\ __ 1
. f’ (I’) - 1+(%)2a (:_x) — 14z2
(@)= %
_ 1 3\ _ 3
@) =5y () = s

_ 1

/ _ 1
- f'(@) Vit@-1)?  /z(z-2)

@) = = =0

/ _ : x __ xtarcsinzx
. f'(z) = arcsinx + e = T

- J' (@) = 2warceos () + 2 {—% (—%)] = 22 [arccos (2) +

_4 T
22
Va2 22— p_(=22)
f’ (1;) — Va2—22 11 _ 22
. a’—x? \/1_% a (ag_mg)B/Q
x

- (x) = V2ax — 2% — \/(;;;i); + \/2:;7362 = 22az — 2
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1.5.8.1 Applicazioni

1. Fissiamo un riferimento cartesiano monometrico ortogonale R (Ozy) come in fig. 39.
La posizione iniziale del ragazzo ¢ B (0, R), e la sua equazione oraria é:

y(t) = R+ ot, (126)
essendo 1y = —vg. La velocita dell’ombra ¢ la velocita del punto () che compie un
moto circolare. Dalla figura 39 vediamo che I’ascissa curvilinea di () contata a partire
da B, e:

s(t)=R [g — 20 (t)] (127)

Dalla medesima figura vediamo che I’angolo 6 (t) e:

0 () = arctan (%) (128)

Sostituendo nella (127):

s(t) =R E — 2arctan (R _Rvot)} (129)

La variabile ¢ varia nell’intervallo [0, ¢;], essendo t; I'istante di tempo in cui il ragazzo
arriva nel centro dell’arena. Evidentemente:

h=2 )=
1*1}07 1*2

La (129) puo essere riscritta come:
t
s(t)=R {g — 2arctan [%] } :

o fPw
R? + 42 (1)’

la cui derivata e:

i(t) = (130)

che e la velocita di (). Il problema richiede il valore di tale velocita quando 'ordinata
del ragazzo ¢ R/2. Sia 7 € (0,t,) l'istante tale che y (1) = R/2, donde:

R2 Vo
R2
R? + o

(1) =-2

che e la velocita richiesta. Da cio vediamo che $ (7) e indipendente dal raggio R ed &
una funzione lineare di vy.
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Sostituendo 'espressione analitica di y (¢) nella (130):

S t —

Si osservi che 'accelerazione di () e:

sy =t n® (132)

Nella (132) la variabile adimensionale

R—’U()t
R Y

n(t) =

che misura l'ordinata del ragazzo in unita R = 1. Dalla (132) vediamo che § () = 0
per n(t) =0 <=t = R/vy = t1; a cio corrisponde un punto di massimo per la velocita

di Q.
. Assumiamo t = 0 quando ’ascissa di A e pari a xg, per cui I’equazione del moto di A
e:
x4 (1) = vat + xg
Se yp (t) € Vordinata di B, deve essere:

T A (15)2 + 1y (t)2 =1°% Vte 0, +00)

donde (tenendo conto che yp (t) > 0):

yp (t) = \/L2 — a3 — v4t? — 2uaxgt (133)

La velocita di B ¢ la derivata prima rispetto a ¢ della funzione (133):

va (vat + zo)
VL2 — 1 — vt — vt

La funzione yp (t) ¢ definita in (0, t.) essendo t, tale che:

L? — :vg — vitQ — vt =0

Si osservi che ¢, si ricava dalla condizione:

TA (t*) =1L

Quindi:
I —
te = o _ 1s
VA

La richiesta del problema ¢: deteminare vp (t) quando x4 (t) = x¢, donde ¢ ¢t = 0:

3

L? — a3 2
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o= o4 06 0.8 1
- 10,
- 20,
- 30,
- 40}
- 50,
Figura 40:
y

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 41:

Osservazione 26 Come c’era da aspettarsi é y(t) < 0, Vt € [0,400). Fisicamente
significa che lestremita B si muove nel verso delle ordinate decrescenti. Inoltre:

limy (t) = —o0
tsts

1l grafico e riportato in figura 40.
mentre il grafico di yg (t) € in figura 41.

. La lunghezza della diagonale al generico istante ¢ e:

d(t)=/ad +b(t)} = \/do + bot? + 2bgbot, (134)
essendo dy = /ag + b3. Derivando la (134):
bo (bo + bot>

\/ d2 4 D22 + 2bobot

d (t)

63



per cui:

b0+62

lim d () = by lim

t——+o0 t——+o0 ’ ‘

\/bo + 50+ olobe

1.5.9 Derivazione di funzioni logaritmiche ed esponenziali

Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

f(x) =
f(z) =
() =
() =
() =
() =
() =
() =
()

X

lg, (32% + 4)

In (z 4 5)

n’ (r +5)

In[(z* +4) (z* + 1)]
In (4z — 3)
Inv5 — 22
In (42%)

In (22 + 2 —1)°

=zlnz — 2z
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23.
24.
25.
26.
27.
28.

29.

9.
10.

flo) =%
f(z) = e* cos
fx)= (22 —2z+2)e"
f () = 2® arcsin z
flo) =&
flx)=a"Inz — =
f(x)=1+2Ingy — oz

f(z) =2
f(a) ="
o) = /x
fla)=av®
f(z) =
f(w) = ame

()
()

f (x) = (cos )™
()

Calcolo di derivate seconde

1
2
3.
4

f(z)=elnz

Cf(x) =2+ 72 —5x 44
flz)=e"
f(z)=3/In(1+2?)
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1.5.10 Soluzioni

1.

2.

10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

fH(z) = ﬁ g, e (3:U +4) = 3z 2+4 Ig, e (3m2-l(iafl)lna

fl@) =4 2In(z+3)] =

w+3

. f'(x) =2In(z +5) - L = 2

+5 215
f’(x):%[1n(m2+4)+ln(x2+1)]—2x(x2+4 +):2x-(zgﬁ)2%
fl@) =55
f(r) = —7=

_ 1222 _ 3
f@)=05 =13

(@)=L Bn(a?+2-1)] = 2+x (20 +1) = 3(22+1)

z24+x—1

f(z)=2[In2+4lnz —2n (22 — 5)] = ;1((22—_55))

ff(z)=lnz+1—-1=Inz

f'(z) = == (cosazx) - a = acot ax

! _ 1 . _ 1
f (x) T a+V1+a? (1 + 2\/1+:1:2) T V1ta?

f/ (x) = _pe b=

fl(x) = emn% (x™) = na"le®

n

[ (x) = 3222 + 232" In2 = 2?27 (3 + x1n 2)

—2azx 2@@72‘11(1.’.@*20{1)_}'_20‘672(17;(1_672az) B

f/ (l’) — dl—e — — 4ae— 22 — 4a —
dx 14+e—2az (1+672az)2 (1+672az)2 62a1(1+672az)2
4a _ 4a
62a:c+e—2ax+2 - (6"‘1—#67“1)2

flx) = ng() g(z) € L +tang = 0 — g(g) =

cos T
14sinz — f/ ((L’) g'(x) — _1

“cos?x g(x) cosT

cos?

[ (z) = e 4L (sin4a) = 4e09% cos 4
f'(z) = =223 In3

fla)=e; g@@) Y e = g (1) = e f'(2) = ¢ () ) = 7es®) = eho
x—i—e

f' (@) = a®e" (T + x)
f'(@) = (z—1)e
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24. f'(z) = e*cosx — e"sinz = e (cosx — sinx)

25. f(x) = (20 — 2)e® + (2% — 20 + 2) * = x?%e”

T

26. f'(z) = e"arcsinz + = =€ (arcsinx + \/1177>

27. f/ (x) _ 2zxlnz—x __ z(2lnz—1)

In?z - In?z

28. f'(z) =nz" 'Inz + 2" — 2" = na™!

ly—Inz
X

29. fl(z)=—-%+2—

__ 2 2 Inx
7 Te @t

Derivata logaritmica

1. La funzione é:

fla) ="
Prendiamo il logarimo di primo e secondo membro:
Inf(x)=xlnz
Quindi deriviamo:
[ (x)
f(x)

=Inz+1,

donde:
f(x)=2"(Inx+1)

2. Inf(x)=2Inr = J;c/((j) —z(2lnz+1) = f'(z) =2 (2lnz +1)

~

3. Inf(z) =122 = J;((j)) =Lt — ' (2) = z:72 (1 —Inx)

"(x nz T Tlnz T—1
4. Inf(z)=+yrhhr = J}((r)) = ;75%—% = WQ—\/EH = 12V*73 (rlnz +2)

5. Inf(z)=In(z"") =2"Inz = ];((f)) =4 (z"Inz) = (Inz)

xT

— f'(z) =2""** ! (zIn’z + Inz + 1)

6. Inf(2) = In(z"*) = (Inz)’ = L& = 2le — f/(3) = 2f () 12 = 2helne —

2z =1 n &

4 —22 —x
7.Inf(x)=e*Ins— ’}((;)) = —2z¢ " Ina+© — = f'(z) = et ge (1—22*Inx)

8. Inf(z) =sinzlne = £ = coszlnz + H2¢ = L (sinz+zcoszlnz) = f'(2) =

. 7@ @
simnz=1 (sin gy + xcoszInx). La funzione f (x) ¢ definita in (0, +00) con lin(l)f () =1
T—

x
(figura 42 )

Essendo [sin x| < 1, la funzione compie oscillazione con ampiezza linearmente crescente
(grafico inviluppato da y = x, figg. 43-44)

67

(2")+a"L = 2" (Inz + 1) Inz+



Figura 42:
y
8 -
7 [
6 [
5 [
4 [
3 [
2 [
1
2 4 6 8 10
Figura 43:

5 10 15 20 25 30

Figura 44:
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9. Inf(z) =sinzln(cosz) = J;:((x)) = coszln(cosz) —sinztanr =

— f' () = (cos )™ [cos z In (cos x) — sin x tan z]

1 L1
arctanz  14z2

10. In f (z) = zIn (arctan z) = ];’((;:)) = In (arctanz) + z |

— ["(z) = (arctan x)” [ln (arctan x) + ;}

(14+=2) arctan ©

| =

Calcolo di derivate seconde

L fl(z)=—e"lna+ =—f(2)+ = ["(z) = —f' () 25— = - " (2 —Inzx)-
e e (24 )

2. f(x) =8z" +422° — 5; f" (x) = 562° + 220z* = 142* (422 + 15)
3. f(x) = 2ze™; f' (z) = 2% (1 + 222)

2

4 f(2) =§In(l+2%) = f(2) = 3rias f (0) = 3

1.5.11 Derivazione di funzioni iperboliche

1. f(x) = sinh (ax)
2. f(z) = cosh (iz)
3. f(z) = tanh (1 4 z?)
4. f (z) = coth (=)
5. (@) = i
6. f(x) = sinh(2z) — 3
7. f(z) = Intanh (ax); esplicitando il risultato per a = 2.
8. f(0) = 255
9. f(z) =tanhz —
10. f(z) = 3the
11. f(z) = arctanxz — Arctanhz
12. f(x) = arcsinzArcsinhz
13. f (z) = Arctashe
14. f(z) = Arccothe
15. f(z) = Arccope

69



1.5.12 Funzioni varie

1. Calcolare f'(x) se: a) f(z) = |z|, b) f(x) = x|z|, plottando poi le funzioni assieme
alle derivate del primo ordine.

2. Calcolare f'(z) se: a) f(x) = sin|z|, b) f(x) = [sinz|, plottando poi le funzioni
assieme alle derivate del primo ordine.

3. f(z) =sin®5z cos® £

4 f(z) = _4(:;:3)4 o 3(;}3)3 o 2(;3)2
5. f(2) = g5ty

6. f(z) =sin3z 4 cos § + tan/x

7. f(z) =2 =2 1+ 1In°x

8. f(x)=+Vze* +x

9. f(z) = varctan — (arcsin z)®
10. f(z) = /1 + arcsinx

1. f(2) = Vsin?z + L

12. f(x) = 56(29?71)7 o 24(2:371)6 o 40(2;1)5
13. f(z) = (2f2)?

14. f(z) = (3+ 222)"

15. f(z) =tanz — 3 tan®z + L tan® x
16. f(z) = —m

17. f(ﬂf) = 3cols3z - colsz

18. f(z) = \/@

19. f(z) =sin (22 — 5z + 1) + tan (2)

20.

21.

f(
f(
f(
22. f(z) =acot (%)
23. f(
S

24.
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arccos e*

(655)"

-9 3 4 2 1
5(z4+2)° (z4+2)* 1 (242  2(z+2)?
= In (sinz)
=1In (1 — 2?)

= In*z — In (Inz)
In (e” + 5sinz — 4 arcsin x)
arctan (Inz) + In (arctan z)
=Vhhz+1+In(yz+1)
=(a+z)Va—=x

_ V222-2x+1

a?va?+x?

%\S/P + 1—78x\6/§—|— %xxg/ﬁ + %xz\ﬁ/f

z)=In(VI+e*—1) —In(VI+e +1)

+cos®z (3cos z — 5)

— sy +§cotx

3sin® x

arcsin 22 4 arccos 22

(arcsin z)” arccos x

N =
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. f(x) = arcsin <Ii§1)
f () = e

. f(x) = arcsin (ﬁ)

1= i ()

(z) = Va® — 2% + arcsin

(v) = 2v/a2 — 22 + a® arcsin £

(z) = arcsin (1 — z) + V37 — 22
(@) = (o~ ) axcsin y + Vo= a7
(z) = In (arcsin 5z)

(z) = arctan ({£52)

f
f
f
- f
f
f
f

. f(x) = v/2arctan (“%‘”) -z
@)= Ve

) f(l') — esinzx
. F(z) = (2ma™ + b)*
. F(t) =e*cos bt

(a sin fz—f cos x)e**

fi

e e T e

( a?+p2

(z) = —f5€7* (3sin 3z — cos 3z)
(z) = a"a™ "’

() = VeoszeVeor”

(@) = 303

(r) =1In(az? + bz + )

(z) =In (z + Va2 + 2?)

(z) =In (a + 2 + v2az + 2?)
(z) = 1n%x

() = I cos (1)

(2) = =52 + Intanx




76.
e
78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

flz)=2Va?—a? — S In (z + Va2 — a?)
f(z) =Inln (3 — 22?)
f(z) =5In® (az + b)

_ \/erz
f (@) = In ()

f(z)=21In(2* —a®) + 2 In (£2)

f(z) =asin(Inz — %)

f(x):m—ln<HTm>

f (./L') — QarCSiHSx + (1 — arccos 31:)2

sin ax 3

f (z) = 3cosbs 4 L51 aT

3 cos® bx

1.5.13 Soluzioni

1.

2.

10.

11.

12.

’ f/ (CU) - tanhl(a:v) Cosh%(ax) a= sinh(az) cosh(ax); a=2-—= f/ ([L‘) =

f' (x) = acosh (ax)
f'(z) = isinh (32)

/ _ 1 _ 2x
f (CL’) o 2x008h2(1+x2) ~ cosh?(14x2)

/ _ 1 _ —a—1 _ _ _a 1 _ a
f (:U) - sinhQ(z%) ( Oé).”,l? = o+l sinhQ(z%) T potl sinh2(z%)

2 (cinh 2
f/ (:L') — coshz _(Smhx )(QJ:)x — cosh 22 —2z2 sinh 22
(cosh z:2)? (cosh x2)?

f'(z) = cosh (22) -2 — 2 = L (cosh 2z — 1); ma cosh2z — 1 = sinh* z =
— f'(z) = Lsinh*z

4
2 sinh(2z) cosh(2z)=sinh(4x) sinh 4z

a

f/ (iL‘) _ 2xcos}207';;2:visinhx

’ fl(x) - cos}112x -1

h
fl (J}) _ _sin}?iQx lnz_Bcozt = _ —3(zlnz+sinh z cosh z)
- In? z o z(In 2 sinh z)?
/ 11 2
f (l’) T 1422 1—22 — 1—g4
f/ (CL’) — Arcsinhz + arcsinz __ V1422 Arcsinh z++v/1—22 arcsin
Vi—z? V1ta? Vi—z4
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2L
1.5+
1
0.5
2 1 1 \2
-0.5
Figura 45:
—L _z—Arctanhz z—(1—x2)Arctanhz
13. ' (2) = =21 S G
— L —Arccothz T+ w2—1>A7‘ccothac
14. f/ (LU) = T 22 - = ( z2(22—1)
1 2 2
, T2 (1—1‘ )+2:cA7"ctanh:L‘ . —1—1—290(1—90 )Arccothx
15. f'(z) = — 1—22) = (1=2?)

1.5.14 Funzioni varie

1. Se f(z) = |z|:

In fig. 45 & riportato il grafico di f (z), [’ (2):
Se f(z) =z |x|:

r€(0,4+0) = f(z)=2"= f'(z) =2z

r € (-00,0) = f(z)=—2"= f' () =22

In fig. 46 & riportato il grafico di f (), f'(x):
2. Se f(x) =sin|z|
() = 1
7 @) = D cose
In fig. 47 ¢ riportato il grafico di f (x), f' (z):
Se f(x) = |sinz| :

f'(x) =cosz, x € U [2km, (2k + 1) 7]
kEZ
f'(x) = —cosx, altrimenti

In fig. 48 ¢ riportato il grafico di f (x), f' (z):
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-1+

Figura 46:

Figura 47:
y
1
0.5¢
3
-0.5;¢
-1t

Figura 48:

1)



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Z _ sin® 5ax cos?Z sin £

[/ (z) = 3sin® 5z (cos 5x) - 5 - cos® & 3 sin £

= 15sin? 52 cos Hz: cos® £

@) = 555 + G + ooy

z

— sin® bz cos? £sin %

—x2)4—:c8~4(1—:r:2 7

827 (1 ®.(~22) .
flz)=3% ( (1—22)° : ~ (a2

f'(x) =3cos3x — £sin % —|—m

fra)=102e" =27 +1) % (2" —2°In2) + 1.5ty = 222 Shntw

 33/(2er—2m11)?

1) = &y/ole ) = S

dz 2\/xeT+x
f/ (ill') _ 1 _ 3(arcsinac)3
’ 2(14x2)/arctan x V1-22

J' (@) = sy Vi = 1
2y/1+arcsinz  /1—z2 2\/(1—x2)(1+arcsinx)

fx)=3 (sin2x)72/3 -2-sinzcosz — 3cos tx (—sinz) = 3

cos + 3sinx

sinz | costz
R T AR Tt

56 24 40

_ 3 + + _ -1
T 4(20-1)% 2(290 1)7 4(290 1% T (2z-1)8

f ( ) -3 (aw-i—b) a _ 3a(az+b)?

c c3
F () =43+ 222) - 4z = 16 (3 + 222)°

1

f(2) = == —tan’2 - 5= +tan'z - —5— = —— (1 — tan’ z + tan* z)
fl@)=—-1L(1- 3cosz)’ = —5(-2)(1— 3cosz) " - 3sing = (1—;;%3:)3
I (@) = o5 (G = 1)

f(x) = 2\/3sinlzg2cosz - Seosaiielng = Semaiiens 5(3sinx1—2008x)

' (x) = (22 — 5)cos (z* — bxr + 1) — W

[ (t) = —wsin (wt + ¢)

f/ ( ) 4dsin2xcos2z __ 2sin 2z
(1—cos 2z)? (1—cos 2z)?

76



@)=t e

24/ x(1—x)
— 1 1) 1
. f/(l’) - 1+9%2 ’ (_?) - 2241
_ 1 l—x+14+x 1
- f(x) = 14+ ( 2 ' (f—x)Qx T l+a?

f(t) =sin2" + tcos2 - 28 - In2 = sin 2" + (In2) ¢2° cos 2°

-f/<x):_\/1i7'€x— \/%

y . a+bz™ym—1 . bnz™~(a—bx")+bna " (a+bx?) a+bz™ \M—1 2abnzn—1
Cf () = m (o) e =m ()" e

/ _ _ _ a1
@) = e T ma T meE T @ e

. ' (x) = z=cosx = cotx
. f/<m):_13:§72
.f’(:v):21“—x—i-l: (2In*z — 1)

T Inx =z zlnz

e’+5cosr—4————
f/ (I‘) _ \/ — 2 e®y/1—x2+5vV1—z2 cosx—4
: e®+5sinx—4 arcsin x \/1—3}2(6$+5 sin z—4 arcsin z)

_ 1 1
: f/ (ill') - :c(ln2 $+1> + (14=2) arctan =

1 1 1 1 1
Cf(x) = Whatl = + Vz+l 2y T 2zy/Inatl + 2vz(Va+1)

() = Va—T - g =

) = maE
/ _ 1
=T
Cf(x) = =+ 3YE + 3VaP + VaT = (Hf)

@)=t 814+ - L S (1428 =

8 5 3
_ 4 1 (z=1\3 a2l _ 1 (2=1\"3/4_3 _ 1 24213
f@=310m) TSR =) T = eV ()

() =423 (a — 223) + 2t 2 (a — 227) - (—622) = 423 (a — 22%)° — 1225 (a — 223)
= 42° (a — 22%) (a — 22° — 32°)



44.

45.

46.

47.

48.

49.

0.

ol.

o2.

53.

54.

99.

96.

57.

28.

59.

60.

61.

62.

3
f/ (I) o 1 diH (.T . ak) _ (z—a2)(z—a3)+(xz—a1)(z—a3)+(x—a1)(z—a2)
k=1

B 3 o 3
2 H(m—ak) 2\] H(x_ak)
k=1

k=1

x T

€ €

f/ ($)= 1 3 e _ 1 . — * 1 _ 1 — 1
Viter—1 2y/1+e® ViteT+1  2¢/1+e® Viter \ V/1+er—1 Viter+1 V1+te®

/ _d (1o 13N 6. 5. 2 i 2 _ 6 .3
f(@) =4 (cosSx — L cos® ) = =& cos® wsinz+cos? xsinz = sinz cos® z (1 — & cos® z)
f/ (l’) __ —sinz-3sin®xz—cosz-9sinxcosz 4 1 _ cos?z—sin®x __ cos2x

o 9sin® z 3sinax sin? z T sintz
Poniamo y = x?, donde: f (y) = arcsiny +arccosy. Come ¢ noto: arcsin y + arccosy =

/2, percui f(x) =n/2 = f'(z) =0

1 B (arcsinz)? | _ arcsinz _ ;
Sz ATCCOST — =g | = SRS (2 arccos  — arcsin z)

f'(z) =3 [2arcsinz -

2{17372$({17271)

/(x 22—
F@) = A con g (0) = 27 = o (1) = 22 = 2 ) = 2

— -\/17x27arcsin( —2z )
f/ (.’L‘) _ _V1-a? 2V1-22 /) __ zarccosz—v1—2a2
- 1—x2 -

V(1—a2)?

, Tfa2—z —22 3
T itz —3/2

flz) = 22 con g(z) = 2 = ¢ (2) = WA (] 4 g2)

/1_ ($)2 \/1+III 1+x
T = (42
:> f, <x) = ]_J,ilx2
_ 1 1 b1
f/ (I‘) — _20 ’ a  Va—bz2

2 1 1 1—
f/ <I) - _2\/(121.? + a 1_=2? \/anZQ

f(x) = arcsin/z + (z — §) - = - ﬁg +1- 2\1/% = arcsin/z

f/ ( :E) _ 1 . 5 — 5
arcsin bz y/1—25x2 v/1—25z2 arcsin 5z

f/ (I) o 1 sina(l—zcosa)tcosa-xsina sin o
- 2 cin2 : — 2 — 229 1
77 (i eosa) F-2wcosat
y _ 11 14 2 1 — 1
f (I’) - \/§1+tan221 2 cos2 x 1= 2 cos2 z+sin? x 1= 14+2cot? z
/ __ _ae”
.f (I) T 94/ eaz

[ (z) = e 7 sin 2z. 1l grafico di f (), f' (x) & riportato in figura 49.
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63.
64.
65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

4.

75.

76.

77.

=f’ HXL
ol X
=f HXL
4 2 2 4 X
1 L
Figura 49:

F'(z) = p (2ma™ + b)’~" (2n%a™ Ina) = 2pm*a™ (2ma™ + b)" Ina

F' (t) = ae™ cos St — fe® sin St = e* (a cos St — [ sin Bt)

f'(2) = 352 [ (asin fz — B cos fr)] + e (af cos B + (2 sin fr) = e sin Sz
f'(z) = =55 (3sin 3z — cos 3z) + 15 (9 cos 3z + 3sin 3z) = e cos 3z

f'(z) = nz" ta=*" + gn (—2xa‘x2 In a) = 2" 0 (n — 222 Ina)

f/ (iL‘):— sinz e\/cosx_‘_ coszt [ — sin x 6\/cosm :_sinx<1+vcosz)€\/cosm
24/cosx 24/cosx 2

1
3cot x

- 2
(Z‘ Sin l)
xT

In3

fa) =37 3 (~1) e - (—38) =

f/ (l’) - am%(fl;;l;c

1'@) = e (1 5vm) = v

f/ (l’) — 1 1 + 2r+2x 2z+v2azx+x2
a+z+v2ar+12 2V 2az+x2 \/2ax+:c2 (a+x+\/ 2ax+x2)

f(x)= —2(lnx)_3 12

T zlnd

f'(@) = oy (21 sin (57) - 5555 = —gptan (53)

. -3 1 1
f/ (I’) = (Sln ZL‘) " COST + tanx " coslz | sindwcosw
/ _ 1 — a2+ _a® 1 . _ 2 _ 2
f <I> B a 2 2\/302 a? 2 z+vx2—a? <1 + m) Vv a

_ 1 622
[ (@) = m(3—222)  3- 2;(;2 - (—62%) = (3-222) In(3—222)

Tale funzione ¢ definita in X = (—o0, 1); il grafico e riportato in figura 50.
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Figura 50: Grafico di y = Inln (3 — 22?) e della derivata prima (rgh=001)

_ 2 a  __ 15aln*(az+b)
Cf(@)=5-3In" (ax +b) - 5 = =

Cf(x) = gl(w), essendo g () def Va’+aP+a

9(x) Valta—a
— ¢ (2) (2 122Z+a2+1> <m_z)_(\/€ﬁ_l) (Va?+a?+2)
(Va?+a?-z)
= ¢ (z) = \/m(%;;ﬁ_m) = f'(2) = 2=
()= %+ EET = Yate e — B

~~

() =sin(Inz — %) + zcos (Inz — ) - 1

= Ysin (Inz) — ‘/75 cos (Inz) + ‘/75 cos (Inz) + ‘/75 sin (Inz) = v/2sin (Inz)

~

V e 2 —1-Va? 1
. ff(x) = Vaz+1—1In(g(x)), con g(x) def H\/va?ﬁ — ¢ (z) = 2v/z2 11 _
_1+Va?+1

x2

Va1
x Va?
f/ (CL’) - V241 + a:\/9012+1 - Z—H
) f/ (I) — 2arcsin3x (111 2) . 1E9m2 -34+2 (1 — arccos ?)ZL’) . \/171W -3

garesin 3z | 81 6(1—arccos 3z)
V1-9z2

. f/ ((L‘) == 39(€E) + %g (:L,)ZS7 essendo g (l’) déf zi)r;_cgi — g/ (l‘) — acosaa:coscl:)a;—Ql—Z;inbxsinax,

2

7' (x) = 3¢ (2) [(m 3). 3% 4 snla

cos? bx
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