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1 Cerchio osculatore

Teorema 1 Sia γ una curva piana regolare. Comunque prendiamo un punto P ∈ γ, la

migliore approssimazione a γ in un intorno di P , è l’arco di circonferenza di raggio pari al

raggio di curvatura di γ in P , centrata nel semipiano contenente il versore normale n.

Dimostrazione. Preso ad arbitrio s0 appartenente alla base [s1, s2] della rappresentazione
naturale di γ, denotiamo con Γ la circonferenza tangente a γ in P (s0), di centro C e raggio
r, come illustrato in fig. 1. Dalla predetta figura:

Figura 1: Teorema 1.

CQ = r, CP (s) = |x (s)− xC |

La “deviazione” di Γ dalla curva assegnata, è misurata dalla lunghezza:

QP (s) = |x (s)− xC | − r

o ciò che è equivalente:

f (s) = (x (s)− xC) · (x (s)− xC)− r2, s ∈ Iδ (s0) = (s0 − δ, s0 + δ) (1)

La derivata prima è

f ′ (s) = τ (s) · (x (s)− xC) + (x (s)− xC) · τ (s) (2)

Cioè
f ′ (s) = 2τ (s) · (x (s)− xC)

La derivata seconda:

f ′′ (s) = 2k (s)n (s) · (x (s)− xC) + 2τ (s) · τ (s)
︸ ︷︷ ︸

=1

(3)

onde
f ′′ (s) = 2 [k (s)n (s) · (x (s)− xC) + 1] (4)
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L’arco Γ è la migliore approssimazione se per s → s0, la funzione (1) è un infinitesimo
di ordine superiore al secondo. Assumendo come infinitesimo di riferimento, la funzione
u (s) = s− s0, dovrà aversi:

lim
s→s0

f (s)

(s− s0)
2
= 0 (5)

D’altra parte

lim
s→s0

f (s)

(s− s0)
2
=

0

0
H
=

1

2
lim
s→s0

f ′ (s)

s− s0
=

0

0
H
=

1

2
lim
s→s0

f ′′ (s)

Tenendo conto della (5) e della continuità della f ′′ (s):

f ′′ (s0) = 0

Dalla (4):

k (s0)n (s0) · (x (s0)− xC) + 1 = 0 =⇒ (xC − x (s0)) · n (s0) = R (s0) ,

essendo R (s0) il raggio di curvatura di γ in P (s0). Cioè

|xC − x (s0)| = R (s0)

Il teorema appena dimostrato giustifica la seguente definizione:

Definizione 2 Dicesi cerchio osculatore di una curva regolare γ in un punto P , il cerchio

ivi tangente a γ, di raggio pari al raggio di curvatura di γ in P , centrato nel semipiano

contenente il versore normale n a γ.
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