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Definizione 1 Assegnata una curva piana γ di rappresentazione parametrica

x = x (t) , t ∈ (a, b) , con x (t) ∈ Cp≥1

si definisce lunghezza di γ, il numero reale positivo:

l =

∫ b

a

|ẋ (t)| dt (1)

Tale definizione è consistente. Ad esempio, se γ è la circonferenza di centro O (0, 0) e
raggio R, una sua rappresentazione parametrica è

x (t) = R (i cos t+ j sin t)

per cui

|ẋ (t)| =
√

R2
(

cos2 t+ sin2 t
)

= R

Quindi

l = R

∫

2π

0

dt = 2πR

Teorema 2 Il numero reale (1) è indipendente dalla rappresentazione parametrica.

Dimostrazione. Assegnata γ : x = x (t) eseguiamo una riparametrizzazione ovvero una
sostituzione di parametro ammissibile:

t = t (θ) , con t (θ) ∈ C2 e
dt

dθ
6= 0 (2)

Quindi
γ : x (t (θ)) = y (θ) , θ ∈ (a′, b′) , (3)

dove

a′ =

{

θ (a) , se dt
dθ

> 0
θ (b) , se dt

dθ
< 0

, b′ =

{

θ (b) , se dt
dθ

> 0
θ (a) , se dt

dθ
< 0

(4)

Segue

l =















∫ b′

a′

∣

∣

dx
dt
(t (θ))

∣

∣

dt
dθ
dθ, se dt

dθ
> 0

−

∫ a′

b′

∣

∣

dx
dt
(t (θ))

∣

∣

dt
dθ
dθ, se dt

dθ
< 0

=⇒ l =

∫ b′

a′

∣

∣

∣

∣

dx

dt
(t (θ))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dt

dθ

∣

∣

∣

∣

dθ

Ma
∣

∣

∣

∣

dx

dt
(t (θ))
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∣

∣
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∣
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dt
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∣
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=
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onde l’asserto.
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