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Abstract

In quest’articolo studiamo la computabilita dei sistemi dinamici a tempo
continuo governati da un’equazione differenziale del primo ordine non omo-
genea e autonoma, il cui termine noto & una funzione onesta. Dimostreremo
che tali sistemi sono computabili, nel senso che la loro evoluzione dinamica
¢ riprodotta dall’iterazione di una funzione ricorsiva. Verra estesa la com-
putabilita ai sistemi per i quali il termine noto non & una funzione onesta,
dimostrando che essi sono computabili in intervalli non contenenti punti di
flesso a tangente verticale del diagramma cartesiano della stato del sistema

in funzione del tempo.
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1 L’equazione differenziale di Bernoulli-Riccati

Il nostro punto di partenza e ’equazione differenziale di Bernoulli-Riccati. Questa
scelta non e casuale. Infatti, come vedremo in seguito, a tale equazione differenziale
e associata un’equazione alle differenze finite che conduce a un particolare sistema
dinamico iterato noto come mappa logistica.

Consideriamo dunque un sistema dinamico caratterizzato da una grandezza a
variabile in funzione del tempo ¢ secondo la legge rappresentata da una funzione

a (t) soluzione dell’equazione differenziale del tipo Bernoulli-Riccati:

o () = Ba (t) [1_ (M>_ ] v e N0, 1} (1)

apg
La (1) un’equazione differenziale del primo ordine non lineare e a coefficienti
costanti. Qui f > 0 e un parametro con le dimensione dell’inverso di un tempo,
mentre ayp; ha le stesse dimensioni di a(t). Prima di integrare tale equazione,
esaminiamo il comportamento qualitativo delle sue soluzioni. Iniziamo con I’osservare
che:
a(t)

—<1l=a(t)>0,Vt
apg

Cioe a (t) e strettamente crescente nellintervallo di tempo tale che Z(—A? < 1. Ne

consegue
Jt, < 400 |a(t <t,) K ay = a(t)~fa(t) = a(t) ~ a0 (2)
dove ag = a (ty), essendo ty 1’ “istante iniziale”.

Conseguenza 1 Nell’intervallo di tempo [to, to + 0t], la grandezza a (t) seque una
legge esponenziale:

a(t) e agePt=t) (3)

Nel limite opposto:

a (t) t—>—>+oo Qp,



Cio premesso, risolviamo il seguente problema di Cauchy:

o (t) = Ba (1) {1 - (%)1}

a (to) = Qo

(4)

La (1) & linearizzata dalla seguente sostituzione:

a—y=a"",
da cui a = yﬁ, quindi
_v_ . _1 /8 v
1 ylfuy g /Bylfu —_ U71y17V
Cioe:
. s
y=801-v)y— = 1-v), (5)
Ay

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine. Il fattore integrante e

[(t) = e~ [ 8O-t — o=BO=1)t " Quindi:

A1t - 81— 5} _B(1—v
e~ Pl )ty—ﬁ(l —v)e P Nty = = (1-v)e pl-v)t
d —B(1—v)t /6 —B(1—v)t
@E[e Al )y} :_aﬂl(l v) e ALY
da cui:
e Pty (1) = — Vﬁ_l (1-v) /e_ﬂ(l_y)tdt
Apy
Finalmente:
y(t) — eﬁ(lfzz)t |:C+ - eﬁ(lu)t]
Apy
B 1
:Ceﬁ(l V)t+ 1
M

essendo C' una costante di integrazione. Ripristinando la funzione a (¢):

n—1
App

a(t) = {Ceﬁ(l”)t T ] -



Siamo interessati al caso v = 2 (equazione del tipo Riccati), per cui I'integrale

generale é:

a(t)= —2 (6)

T 1+ta wCe Bt
Determiniamo ora l'integrale particolare che verifica la condizione iniziale a (t) =
to. A tale scopo calcoliamo il valore della costante di integrazione (che ha le
dimensioni dell’inverso di una lunghezza):

Bto
c="° <“—M—1>>0,

apnr Qo

giacche e ag < ayps. La soluzione e:

Qn
a(t) = (7)
1+ (2 1) et

ao

La derivata prima e:

‘ B am e—B(t—to)
) = ( 1) [1 + (—Ag - 1) e—ﬁ(t—to)r ©

Esaminiamo il comportamento agli estremi della soluzione (7). Risulta:

tl}-‘rmoo ¢ (t> - M

Dallo studio del segno della derivata prima (8) segue che a(t) ¢ strettamente
crescente in [ty, +00). Inoltre, dall’analisi qualitativa delle soluzioni, abbiamo visto
che:

Jt. | a(t < t,) oc P10

Resta quindi confermata la legge esponenziale a tempi brevi. In fig. 1 ¢ riportata
la grandezza a (t) (normalizzata su ays) in funzione del tempo ¢ — t.
La velocita di crescita di a (t) ¢ misurata dalla seguente grandezza avente le

dimensioni dell’inverso di un tempo:

5 (—Ag - 1)
@ (t)‘ N (M —_ 1) + eB(t—to) (9)




t-toy

Figure 1: Andamento qualitativo della soluzione (7). Inizialmente la grandezza
a (t) cresce con legge esponenziale. Successivamente, la crescita rallenta e il “valore

massimo” ay; viene raggiunto asintoticamente.



Per t € (to, to + dt):
a(t) o eﬂ(t—to)7

Abbiamo:
H (t) ~ B, Vt € (to,to+ 0t) (10)
Asintoticamente:

come appunto c’era da aspettarsi, poiche per ¢ — +o00, a(t) tende alla costante

ayr . Il tempo caratteristico del sistema e:

1 (M _ 1) + eBt—to)

ao

H(t) 5(%—1)

TH(t) =

Per t € (to, to + dt):

(11)

Ty (1) ~

| =

1.1 Adimensionalizzazione del problema

La modellizzazione di un sistema dinamico avviene attraverso un processo di as-
trazione che associa al modello medesimo un appropriato ente matematico. Per
poter realizzare tale processo di astrazione e necessario rendere adimensionali
le grandezze coinvolte. Prendiamo come esempio il caso piu semplice, ovvero
I’andamento esponenziale. Piu specificatamente, consideriamo una generica grandezza

che varia nel tempo ¢ secondo la legge:

n(t) = nee™, (12)

dove 8 > 0 ha le dimensioni dell’inverso di un tempo. Piu precisamente, la crescita
n(t)

()
7 (t) non varia in maniera apprezzabile in intervalli di tempo dell’ordine di 7.

= 7! nel senso che

della grandezza (12) ha un tempo caratteristico Ty =

Dalla (12) segue che 7 ¢ soluzione dell’equazione differenziale:

dn _

= (13

7



L’esistenza di un tempo caratteristico suggerisce di redifinire la scala dei tempi pas-
sando al tempo adimensionale t' = % = ft. In tal modo, I'equazione differenziale

precedente si scrive:

dndt’ dn ,
@%—577@@5—577,
cloe:
dn
-, =N (t,) )

dt’
la cui soluzione & 7 (#') = noe’. Inoltre, l'esistenza di un tempo caratteristico ci
permettera - come vedremo in seguito - di approssimare I'equazione differenziale
(13) a un’equazione alle differenze finite. Infatti, per 6t < 7y, la (13) puo scriversi:

n(t+0t) —n(t)

5 ~ 1 (14)

In altri termini, per incrementi 0t dell’ordine di 7y possiamo approssimare la
derivata prima di 7 (¢) con il suo rapporto incrementale. La (14) scritta nel “tempo
adimensionale” ¢': / , /

n(t +5§t),—n(t)gn (1)

Qui e 0t' = 7‘_5—;. Quindi per 0 < 0t < 7, e 0 < 6t’ < 1.

Cio premesso, I'equazione che dobbiamo rendere adimensionale é:

W ga— Py (16)

1
t) = — [a+ 0] 17
i (t) = o5 la+ 7] an)
dove @ = 0 —1 > 0. Dalla (17) vediamo che per ¢ 2 to & 74 ~ 7', Cio &
consistente, poiché per ¢t — t, abbiamo un andamento esponenziale e?(*~%) e per

t=to)  Viceversa,

quanto visto, S~ ¢ il tempo caratteristico dell’esponenziale e?(
per t — 400 il tempo caratteristico diverge esponenzialmente. Cio e consistente,
poiche per t — 400, € a(t) ~ ayy, per cui la funzione ¢ costante (il tempo carat-

teristico di una grandezza costante ¢ infinito). Osserviamo peraltro che il tempo
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caratteristico (17) dipende dal tempo ¢. A noi, invece, occorre una grandezza
costante che caratterizzi quel particolare sistema. A tale scopo, prendiamo il val-
ore mediato nel tempo. Come intervallo temporale assumiamo [to, t1], dove t; > tg
definisce il range temporale che caratterizza quel particolare sistema. Il valor medio
della grandezza 1y (t) &:

t1

1
7TI{,[to,tl} = /TH (t) dt

t1 — 1o
to
t1

_ 1 B(t—to)
—Oéﬁ(tl—to)/[&—i_e ]dt

to

Cioe:

- _ 1 am ) N 1 B(ti—to) __ }
o] = M) (4 — 1) + — 1
e (a_M — 1) B(t — to) {( ag (1 = to) B e )

ag

t
TH,[tg,t1]

Eseguiamo dunque il cambio di variabile ' = L’equazione differenziale

(16) diventa:

= oma() (1- 20} (18)

% apr

B
Hitg, 1)

santire la notazione, ridefiniamo ¢’ in ¢, ricordando che si tratta di un tempo

o = dnato) (1-2) (19

dove Oy = = BTH,[to,t) © Ora un parametro adimensionale!. Per non appe-

adimensionale. Percio:

dt apnr
Definiamo quindi la grandezza adimensionale & ():

B al(t
£(t) = _Hﬁ,

BH +1 apr

da cui:
+1
a(t) = au e (1
Bu
1Qui H[tmh] = %H,[tlo,tl]



L’equazione (19) diventa:

d€ 2
- = Bug (1) = (Bu+ 1)E (1), (20)

che ¢ ancora un’equazione del tipo di Riccati. Per determinare il suo integrale

generale, linearizziamola attraverso la sostituzione y = ¢!, da cui:

d
= —Buy+ (B +1)

Il fattore integrante ¢ I (t) = e~ J(=Fu)t = ¢fnt,

d
P+ Bty = (B +1) e

Cioe:
d

pr (ye'BHt) = (B +1) Pt

Integrando primo e secondo membro:

y(0) = (5 + D (Lo s.0)

H

_ L gy 1) e,
Bu
dove C' ¢ una costante di integrazione. Ripristinando la funzione & (¢):
1
) = Bl O (By + 1) e Pt
Deve essere:
3 :

B4 O (By +1) et

o eButo <i_ﬁH+1)
S Bu+1\& Bu

Quindi la soluzione che soddisfa la condizione iniziale data e:

Da cui:

gMeﬂH(t*to)

(1) =

fgﬂ — 1 + eBult—to) (21)
0

10



La funzione (21) ha un andamento qualitativamente simile a quello della funzione
a (t) espresso dalla soluzione (7), ovvero caratterizzata da una crescita iniziale

esponenziale, per poi tendere all’asintoto orizzontale & = &, giacche:

lim & (1) = & (22)

t——+o0
Scriviamo ora l'equazione (20) come:

- E(t+ At) — £ (1)

At A =€ (1) = (B + DE (D) (23)

Per quanto detto in precedenza, per At dello stesso ordine di grandezza del tempo
caratteristico del sistema, possiamo approssimare la derivata prima di £ (¢) con il

suo rapporto incrementale:

§(t+ A —€()
At

Passando poi dalla variabile continua ¢ alla variabile discreta ¢,,:

~ A€ (t) — (Bu +1) € (1) (24)

t —t, =nA,

dove A = %, essendo ¢ espresso in unita di tempo. Affinche sia valida la (24)
deve essere § < Ty. Nel tempo discreto la (24) si scrive:

f(tn—l-l) - f (tn)

= Bué () — (B + )€ (1)

Cioe:
bnp1 = (1+ BuDd) & — A1+ Bu)€, neN (25)

dove & = & (t,).

2 Sistemi dinamici a tempo continuo

2.1 Definizione assiomatica
In questa sezione consideriamo funzioni del tipo:

n:0—R |
t—n(t), Vte©

11



dove © C R. Assumiamon € C™2! (0). Tipicamente, n rappresenta una grandezza
fisica che varia nel tempo secondo la legge 7 (t). Cid premesso, un’equazione dif-

ferenziale del primo ordine nella 7 (t) ¢ un’equazione della forma:

® (t,m,m) =0, (26)

dove 1 = %. Nella (26) ¢ @ : A — R, dove A C R3. Si noti che la (26) definisce
implicitamente 7 in funzione di ¢,7. E se tale dipendenza puo essere esplicitata,

la (26) puo essere scritta in forma normale:

n=J=* (tv 77) ) (27)

dove F: B — R con B C R%. Da qui in avanti supponiamo che F sia continua in

B assieme alla derivata parziale F,,.
Definizione 2 Un integrale della (27) é una funzione ¢ : 1 —2(]1)%, tale che:
t—E(t
o(t)=F(to(1), vtelCO (28)

Definizione 3 All’integrale ¢ (t) resta univocamente associata nel piano carte-

siano tn, la curva vy : n = ¢ (t) denominata curva integrale della (27).
In generale, I'equazione (27) ammette infinite soluzioni:
n=n(tC), (29)
dove C' e una costante reale arbitraria.

Definizione 4 La (29) ¢ l'integrale generale della (27). Ad esso corrisponde
la famiglia di curve integrali I' = {yc CR?* | v¢:n=n(t,C)}.

Definizione 5 Un assegnato valore C, € R individua univocamente ['integrale

particolare 1, (t,C,) della (27).

12



Supponiamo ora che 7 sia una grandezza che caratterizza 1’evoluzione temporale
di un cosiddetto sistema dinamico a tempo continuo non autonomo. Piu
precisamente, la grandezza 7 (t) ¢ soluzione dell’equazione differenziale del primo
ordine:
dn

T —F), (30)

che & un caso particolare della (27), poiche F non dipende esplicitamente dal
tempo. Per ipotesi ¢ F € C™2!(B), dove B C R. Dopo aver calcolato, con la
procedura vista nella sezione precedente, il tempo caratteristico 7y, adimension-

alizziamo il tempo:

t = i
0
cosicche:
dn  _
ar =TpF (77)
Al solito, ridifinendo ¢’ in ¢:
dn  _
% =Tk (77) (31)

dove 7y € un qualche valore caratteristico di n. L’equazione diventa:

dx

= _F 33

Y P, (33)
dove F' (x) = Z—Ig}" (n(x)) con n(x) = nox. Evidentemente F € C"(B) = F €
C"(X), essendo X = {x ER|z=TL, Ve B} C R. L’evoluzione temporale
del sistema dinamico ¢ ora regolata dall’equazione differenziale (33). Se = (¢,C) ¢
'integrale generale della (33), segue che U'integrale generale della (30) ¢ n(¢,C) =
nox (t,C). Indichiamo simbolicamente il sistema dinamico governato dalla (33)

con:

S = {z, F}, (34)

13



dove = sta per “rappresentato da”. Il suffisso F' ci ricorda che la grandezza x

soddisfa all’equazione differenziale ‘fi—‘f = F (z), mentre lapice “c” sta per “con-
tinuo”. La (33) ¢ un’equazione differenziale del primo ordine di forma normale e a

coefficienti costanti. Per quanto detto, I'integrale generale della (30) & della forma:
r=ux(tC), VCeR (35)

La grandezza x definisce lo stato del sistema a tempo continuo S}C). Il problema
consiste nel determinare 1’evoluto temporale dello stato z a partire dallo stato
iniziale g = x (tp). Matematicamente cio si traduce nella ricerca delle soluzioni
del problema di Cauchy relativo all’equazione differenziale (30):

z=F(x

() (36)

X (t[)) = Xy
Si osservi che risolvere il problema (36) equivale a ricercare la curva integrale v, € T’
passante per il punto (¢g,zo). Quindi xy = x (o, Cy), da cui si ricava il valore C,
della costante di integrazione che individua univocamente l'integrale particolare.

Sull’esistenza di soluzioni del problema di Cauchy, sussiste il teorema:

Teorema 6 Teorema di esistenza ed unicita
Hp F € C™=' (X)
Th 3¢ (t) € C21(O) |Vt € Is (to) = (to — 6, t +0), £ (1) = F(£(1)), £ (to) =

Zo-
Per la dimostrazione rimandiamo a [1].

Conseguenza 7 Lo stato z (t) a tutli i tempi € univocamente determinato dallo
stato iniziale xy = x (to), dove ty € un “istante iniziale”. Cio si esprime dicendo

che S}C) ¢ deterministico.

14



2.2 Costante di tempo e tempo caratteristico di un sistema

dinamico a tempo continuo

Riprendiamo nuovamente I’andamento esponenziale scritto nella forma:

1 (t) = noe (37)

Ricordiamo che 7. € la costante di tempo, ovvero una grandezza che fissa la scala
dei tempi del sistema. Nel grafico di fig. 2, riportiamo ’andamento della funzione
la cui espressione elementare ¢ data dalla (37) per valori crescenti della costante
di tempo 7.. Da tale grafico vediamo che al crescere di 7, la “crescita” di n ¢ “piu

lenta”. Nel limite di 7. — 400 & n (t) = 1o, Vt.

Figure 2: Crescita esponenziale con differenti valori della costante di tempo 7.

Viceversa, al diminuire di 7. aumenta il tasso di crescita della grandezza x. Cio

15



puo essere visto oltre che dal grafico precedente, dallo studio della funzione:

@) _ 1
1) = 15 =

Vediamo dunque che nel caso dell’andamento esponenziale, la costante di tempo

Te

coincide con il tempo caratteristico 7. Inoltre:
H(t) — +o0
Tc—0t

Piu precisamente:

et® =400, set >0
t t
M:m — e =0" set<0
Mo Te—0T 0
eo,set =20
D’altro canto, nelle sezioni precedenti abbiamo visto che il tempo caratteristico

mediato su un intervallo di tempo [to, o + T &:

to+T

_ 1 dt
TH:T/H—(t)’ (38)

dove [tg, to + T'] definisce il range temporale del sistema. Per I’andamento esponen-
ziale € manifestamente 7y = 7.. Per andamenti differenti, ci aspettiamo 74 # 7.
Piu precisamente, esiste una particolare classe di sistemi dinamici a tempo continuo
caratterizzati da una costante di tempo 7. = const. e da un tempo caratteristico

funzione del tempo 7y (t).

Definizione 8 7y (t) ¢ il tempo caratteristico istantaneo, mentre il suo val-

ore mediato in [to,to + T| ¢ il tempo caratteristico medio del sistema.

Ad esempio, consideriamo il transitorio della carica elettrica ¢ in un circuito
composto da una resistenza R e da un condensatore di capacita C' (serie RC).
Alla serie ¢ applicata una d.d.p. V =const. Se i(t) e la corrente, la caduta di
potenziale ai capi di C' é:

_q()
Ve=-"7" (39)

16



onde:
Vi) =3 [itea (41)
La caduta di potenziale ai capi di R ¢ data dalla legge di Ohm
Vi (t) = Ri(t) (42)
Per la seconda legge di Kirchhoff:
Ve(t) + Ve (t) = Vo (43)
Cioe:
%/z’(t)dt+Ri(t):% (44)
Dalla (40) i (t) = %, per cui:
% + R% =W (45)

Immaginando di chiudere il circuito al tempo t = 0, abbiamo il seguente problema

di Cauchy:

dg _ 1 Vi
d_z—_%qijEO (46)
q(0)=0
Abbiamo dunque un sistema lineare. Il fattore integrante dell’equazione differen-
ziale lineare del primo ordine % = —a=q(t)+ B &

t

Quindi, moltiplicando primo e secondo membro per I (t):

da cui:

q(t)=CV + Ke 7o,

17



dove K & una costante di integrazione. Imponendo la condizione iniziale ¢ (0) = 0,

otteniamo l'integrale particolare (salita esponenziale):

q(t) = qo (1 - e‘%> , (47)

avendo posto 7. = RC. Tale grandezza avente le dimensioni di un tempo, &
appunto la costante di tempo del sistema. In fig. 3 riportiamo Il diagramma
cartesiano della funzione ¢ (t) espressa dalla (47) per valori crescenti della costante
di tempo 7. (aumentando C, ad esempio). Da cid vediamo che al crescere di 7, la

crescita di ¢ diviene piu “lenta”.

q
Q
Qr
Tc
T>Te
T'>The

Figure 3: Andamento della carica elettrica ¢ (¢) sulle armature del condensatore,

per diversi valori di 7. = RC.

Piu precisamente:

q(t) — 07

Te—+00

18



Fisicamente cio significa che la carica del condensatore si verifica dopo un tempo

infinito. Nel limite opposto:

q(t) — qof (1),

Te—07T
essendo 6 (t) la funzione unit step:
1, set>0
6(t)=
0, set<0

Calcoliamo ora il tempo caratteristico istantaneo di tale sistema. Risulta:dove:
1

e\
Te (eTc — 1)

() =7 (% —1) £ 7. (48)

onde:

Piu precisamente:

Ty (t) =T, <= t=17,In2

In fig. 4 & riportato 'andamento della funzione (48).

L’andamento di 7y e proprio quello che ci si aspetta. A t = 0 il circuito
viene chiuso, per cui si ha una variazione violenta di ¢ (¢) e il tempo caratteristico
istantaneo e nullo. Al crescere di ¢, 7y cresce linearmente (basta sviluppare in serie
di Taylor I'esponenziale). Allistante ¢t = 7.1n 2, il tempo caratteristico istantaneo
uguaglia la costante di tempo, per poi aumentare e per t > 7., si ha che 7y cresce
esponenzialmente, giacche la carica elettrica si € "quasi” assestata al valore di
regime qq.

XKk

In generale, abbiamo:

T () = (49)

to+T to+T

%H:%tO/TH(t)Z%/Hd—é)

to

19



TH

Tc

: t
Telnz

Figure 4: Andamento del tempo caratteristico istantaneo 7y della serie RC' in

funzione del tempo t.

Dalla seconda delle (49) segue che:

VT > to, 0 < 7y < 400 (50)

Infatti, 'integrando € sempre non negativo. Scriviamo le (49) per il sistema adi-

mensionale S}C) = {x, F'}. Per un assegnato 7', eseguiamo il cambio di variabile:

Ricordiamo che

La derivata:

Cioe’:

10 =% -

t
=

t =

e

dn dt’
o |dt dt

1

dn
=

dat’
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Adimensionalizziamo 7 con il solito cambio di variabile z = %:

x (1)
dz
ar’

TH (t/) = 7H

Ridifinendo ¢’ in ¢ e indicando con - la derivata rispetto a t:

_ - |z @)
TH () = Tu W (51)

8

8

La grandezza H (t):

HO)= 2 % (52)

Dalla (52) vediamo che la funzione H (t) si annulla nei punti critici tz.;; di x (¢)
che non siano zeri di x (t). Se tqq € [to,to+T) e se Ty (t) € in te. un infinito di
ordine > 1, 'integrale diverge. Cio significa che in [tg, o + T'] la stato del sistema
non varia apprezzabilmente.

Le proprieta locali di 7y (t) si determinano ricercando i suoi zeri al finito.

Abbiamo:

(t)
Gli zeri non critici di 74 () sono tutti e soli i punti ¢ € © tali che & (¢) # 0 AND
x(t) = 0. Gli zeri di 74 (t) sono anche i punti di flesso a tangente verticale del

diagramma cartesiano della funzione x (¢). Infatti, se £; ¢ uno di tali punti, si ha:

lim |z (t)| = 400 = tlim T (t) =0 (53)

t—ty —ty

FeCr (X)=icC(0),

per cui il grafico G : © = x (¢) ¢ privo di punti di flesso a tangente verticale.

Conseguenza 9 [I tempo caratteristico istantaneo di un sistema dinamico a

tempo continuo S}C) = {x,F} si annulla solo negli zeri non critici dello stato

x(t).
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Osservazione 10 Cio puo essere visto anche dalla (51) che puo essere scritta

come:.

Vale la pena considerare sistemi dinamici patologici, ovvero sistemi per i quali

Iinsieme delle singolarita al finito di F' € non vuoto. Piu specificatamente:
Jt; € ©| lim |F (z)| = +oo,
T—Tf

dove xy =z (tf), cosicche e valida la (53). Evidentemente:

z(t") == (')

H— > &5

Jt; € © ] lim |F (2)| = 400 = (6 >0, Jes > 1|, t" € Is(tg),
m%xf

In altri termini, in un opportuno intorno I (¢5) del punto di flesso t¢, le variazioni
dello stato di Sfpc) non sono trascurabilmente piccole. Un esempio canonico di

sistema dinamico patologico e dato da:

dove 0 () ¢ la funzione delta di Dirac. Risulta:
x(t) = zo0 (1),

Vediamo dunque che 74 (0) = 0 e in tale istante lo stato del sistema passa istanta-
neamente da 0 a o > 0. Se invece dell’andamento a gradino, si ha un andamento
piu dolce ma con un punto di flesso a tangente verticale, si ha comunque un’ampia
variazione del rapporto incrementale della funzione x (¢). Ad esempio, consideri-

amo il sistema dinamico:

dr 1
dt o’
con la condizione iniziale z (0) = —2. Tale sistema ¢ patologico, poiche lim,_, !%‘ =

+o00. Risolvendo, otteniamo:
x(t) =v2t—2
La curva x = x (t) ha un flesso a tangente verticale in ¢; = 1.
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3 Sistemi dinamici iterati

3.1 Metodo di Konig-Lemaray

Riprendiamo 'equazione (25). Si tratta di un’equazione di ricorrenza, cioe della

forma:
€n+1 = f (fn) y (54)
dove:

f(é-n):<1+ﬁHA)£n_A(]'+BH>€’3 (55)

Come e noto, le equazioni di ricorrenza vengono utilizzate per la ricerca delle

soluzioni di un’equazione del tipo:

f(z) ==, (56)

Tale equazione puo essere risolta attraverso un algoritmo iterativo denominato
metodo delle contrazioni [5]. Inoltre, la (54) ci dice che il valore n+1-esimo della
grandezza £ ¢ il valore assunto dalla funzione f (eq. (55)) sul valore precedente

(cioe n-esimo) di &.

Definizione 11 Assegnato l'intervallo compatto [a,b] C R, una trasformazione

di [a,b] in sé ¢ un applicazione f : [a,b] — [a,b] di classe C™=1 in [a, b].

In altri termini, una trasformazione di [a, b] in s¢, & una funzione reale di una

variabile reale definita in [a, b] e tale che f ([a,b]) C |a, b].

Definizione 12 Un sistema dinamico iterato o sistema dinamico a tempo
discreto S}d) e linsieme:

Sy ={X, f}, (57)
dove X C R ¢ lo spazio degli stati o spazio delle configurazioni, x € X ¢
l'ingresso (o input) di S}d) e f(z) e l'uscita (o output) di Sy, essendo f una
trasformazione di X in se. Chiamiamo f funzione di trasferimento di S](cd).

1l suffisso “d” ci ricorda che tale sistema ¢ definito nel tempo discreto.

1l sistema € schematicamente rappresentato in fig. 5.
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X, X 1 =f(%)
S

Figure 5: Rappresentazione schematica di un sistema dinamico iterato con funzione
di trasferimento f (z). Inizialmente il sistema accetta 'input zo € X e restitu-
isce 'ouput z; = f (x¢), processato dalla funzione di trasferimento f, data dalla
trasformazione di un assegnato intervallo X in se. L’output f (z¢) viene reindiriz-
zato all’ingresso e quindi riprocessato, fornendo il nuovo output f (x1) = f (f (z0))-

Il processo viene iterato n volte, fornendo 'output f (f (...f (z))). Quindi, la se-

quenza generata e: g — f (o) — f(f (x0)) = ... = f(f(...f (z0))) — ...

In fig. 6 viene illustrato il procedimento per il calcolo dell’output del sistema
Sj(fd) (metodo di Koénig-Lemaray) Assegnato lo stato iniziale xy € X, il processo

di iterazione genera una successione {z,}:

T = f(%)
xy = f (z1) = f (f (z0)) = f* (x0)

Ty = fn (330)

Qui f™ indica la composizione n-esima di f con se stessa eseguita n volte. Cioe:

f" (o) = f(f (.S (x0)))

i

~~
n

Secondo la definizione data in [2], il sistema S}d) schematizzato in fig. 5, si com-

porta alla stregua di una black box, nel senso che emette un output sulla base di
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y y=x

A
fec0) /
fifeew) >
-
fx)) 7 >
-
fla)
A |
!
|
|
a Y Y
S0 .
; X fx) S .

Figure 6: Procedimento per il calcolo dell’output del sistema dinamico iterato
Sj(fd) = {[a,b], f} . Tracciamo innanzitutto il grafico I, della funzione di trasfer-
imento f : [a,b] — [a,b] del sistema dinamico dinamico iterato Sy = {[a,b], f}.
Tracciamo poi la retta y = x, ovvero il grafico della funzione identica ¢ : x+ — =,
Va € la,b]. Assegnato l'input iniziale z(, resta univocamente definito 'output
f (xp), la cui immagine inversa tramite ¢ ¢ f (x) € [a,b]. Quest’ultimo ¢ il nuovo
input che individua univocamente l'output f ((f (xg))), la cui immagine inversa
tramite ¢ ¢ f ((f (x0))) € [a,b]. Il procedimento viene iterato n volte. In figura, le
frecce continue schematizzano il calcolo dell’'output (immagine tramite f), mentre

quelle tratteggiate schematizzano il calcolo dell’input (immagine inversa tramite

P)-
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un input x e su una legge di trasformazione f (z).

Definizione 13 Un sistema dinamico a tempo discreto S](cd) ={X, f} ¢ lineare

\ 7 . d) .
se f: X — X é lineare. Nel caso contrario, S}) ¢ non lineare.

4 Sistemi dinamici a tempo continuo computabili

Definizione 14 Un sistema dinamico a tempo continuo ¢ computabile se e solo

se la sua evoluzione temporale € riprodotta dall’iterazione di una funzione ricorsiva.

Teorema 15 [ sistemi dinamici a tempo continuo Sfpc) ={x,F} con F € C"2! (X)

sono computabili. Piu precisamente:
VSE = {2, FY, 38 = {X [} | f () = F(0) + @ (58)

Dimostrazione. Assegnato Sfpc), si ha:

dx

—=F 59
= F () (59
con x € X C R. Inoltre, dalla (50) risulta 77 > 0. Ripristiniamo la grandezza
n attraverso l’equazione (32). Ricordando che ¢ & il tempo adimensionale, si ha

N (Tut) = nox (Tyt) . In base alle considerazioni svolte in (1.1):

0 (Tat + TfAA) —n(Tut) F (n (7)) (60)

Qui 7y A e Uintervallo di campionamento. Affinche sia valida la (60) deve essere
0 < 7TgA < Ty, per cui il campionamento adimensionale ¢ 0 < A < 1. Ritornando
alle grandezze adimensionali, si ha:

z(t+A)—x(t)
A

~ F(z(t)),con0<A<1 (61)

dz

5 con il rap-

In altri termini, per 0 < A < 1, possiamo approssimare la derivata
porto incrementale della funzione z (¢). Cio suggerisce di discretizzare la variabile

continua t. A tale scopo, assumiamo t;, come “istante” inziale. Eseguiamo quindi

26



una decomposizione (o partizione) dell'intervallo [ty, +00) , fissando ad arbitrio gli

“istanti” tq,...,tN:

to <ty <..<t,<..<ty, NeN\{0,1}

Quindi:
N-1
[t()?tN] = U [tmthrl]
n=0
Per N — 400
N-1
[tO) +OO) = NlirJlrloo L_JO [tna tn+1]

Indichiamo con D ([to, +00)) tale decomposizione. Sia A la norma di D ([to, +00)):
A =gyl =)

Per quanto detto deve essere 0 < A < 1. Riscriviamo la (59) nella forma:

z(t+At) —x(t)

i, MG =P ) o
Ma:
x(t+ At) — x (t) T(tny1) — 7 (tn)  Tny1 — Tn
s At v A T A
essendo?:

La (62) diventa:

Cioe:
Tpi1 = F(x,) A+ xp, (63)

La (63) ¢ una relazione di ricorrenza del tipo:

Tpt1 = fA (l‘n) ;

2Si osservi che nel caso di una equipartizione, la norma & A = t,,1 — t,, da cui t, = nA e
Tn =z (NA).
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dove:

fa(z)=F(x)A+z (64)

Resta cosi univocamente determinato (a meno della norma A) il sistema dinamico
a tempo discreto S](fi) = {X, fa}. Per A =1, si ha S](cd) = {X,f} con f(x) =
F(r)+z. m

Osservazione 16 La (58) ¢ invertibile:
vSE) =X, £}, S = {w, FYH F (@) = f (@) ==

Conseguenza 17 Ogni sistema dinamico a tempo continuo € computabile. Piu
precisamente, [’evoluzione temporale di un sistema dinamico a tempo continuo é
riprodotta dall’iterazione di un sistema dinamico a tempo discreto. Viceversa,
I'iterazione di un sistema dinamico a tempo discreto € riprodotta dall’evoluzione

temporale di un sistema dinamico a tempo continuo.

Esempio 18 Al sistema dinamico iterato "identita” { X, f (x) =z} (f" (x¢) = o,
Vn € N) corrisponde il sistema dinamico a tempo continuo con F (x) pari alla
funzione identicamente nulla. Infatti, per il teorema precedente, si ha F (x) =

f(z) —x = 0. Inoltre, la soluzione del problema di Cauchy:

de __
S =0

e (t()) = X9

)

¢ x (t) = xo, Vt. Il sistema {x,0} é stazionario, poiché lo stato é invariante per

evoluzione temporale, i.e. non dipende dal tempo.

Esempio 19 Al sistema dinamico iterato S}d) ={X, f(z) =ax} cona>1, cor-
risponde il sistema dinamico a tempo continuo con F (z) = (a — 1) z. La soluzione
del problema di Cauchy:

% =(a—1)x
x (to) = xo

¢z (t) = eVt Ve,
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Riguardo ai sistemi dinamici patologici per i quali I'insieme delle singolarita di

F' & non vuoto, si ha:

Conseguenza 20 Un sistema dinamico a tempo continuo Sfpc) ={x,F} in cui F
¢ una funzione generalmente continua, ¢ generalmente computabile, nel senso che

¢ computabile in ogni intervallo [to,to + T in cui F' (x (t)) é continua.

Siano >4 'insieme dei sistemi dinamici iterati e X, I'insieme dei sistemi dinamici

a tempo continuo. Per quanto visto si ha:
c d
vSy € 8., 38K € 5y | f (2) = F (2) +a,

e viceversa:

VS €%y, 38 € D | F(x) = f (2) — a,

Riferiamoci ai sistemi tali che X = R. Introduciamo in .. le leggi di composizione:

TS S S 5 (65)
(857,85) 81+

R X Y — X
(As§) A8

La prima e cosi definita:
S+ S8 = {a,F + G}, VSP, 5% e =,

per cui scriviamo:

{z,F} +{z,G} = {x,F + G}

Inoltre, verifica le seguenti proprieta:

1. Proprieta commutativa.

VS\, S € B, S+ 85 = 8 + 8%

2. Proprieta associativa.

vsi?, 55, 85 € 3o, S + (S5 + 5) = (519 + 58) + 57
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3. Esistenza dell’elemento neutro.
30y, = {z,0} € 5, | VS e x,, S 4oy, =5,
giacche S}C) + 0y, = {z,F} + {z,0} = {z,F}. Osserviamo che Oy, & il
sistema stazionario.
4. Esistenza dell’opposto
Poniamo —Sl(f) = S(_CI); = {z, —F}, onde:
Vs e, 3 (—S}C)) €3, | -S89+ 59 = oy,
La seconda delle (65) ¢ cosi definita:
ASY =z AF}, VA€ R, VS e %,
Tale operazione verifica le seguenti proprieta:
I Proprieta distributiva rispetto alla somma in ...

VA€ R, VS, S € T, 2 (51 4+ 58) = AsE + AsY)

IT Proprieta distributiva rispetto alla somma in R

VA pueR, VS e x, (A4 1) S = A5 4+ 45l

IIT Proprieta associativa

YA, u e R, VSY €3, A (MS}C)) = (\) SY
IV Esistenza dell’elemento neutro

1 eR|VSY ex, 159 = g

Da cio segue che I'insieme ¥, assume la struttura di spazio vettoriale sul campo
reale R. Tale spazio vettoriale si identifica con lo spazio funzionale C" (R). Quindi

Y. = C" (R). In maniera simile, introducendo le leggi di composizione in ¥;:

+: EdXEd—>Zd (66)
(8,557 >s( 45"

R x Zd — Zd
(d) (d)
(A,Sf )—>,\sf
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Definite da:

S+ 8 = (R, f+ g}, VS, 5 e 5,

g

A = [R,AF}, VA€ R, VS € 5,
simbolicamente espressa attraverso le relazioni:

{R, [} +{R, g} ={R, f + g}
MR, [} = {R,Af}

In tal modo ¥, assume la struttura di spazio vettoriale su R. Piu precisamente,

Yq = C"(R). Quindi 3, = ¥,. Cio non deve sorprendere, perche se guardiamo

la definizione di sistema dinamico a tempo continuo vediamo che esso si identifica

con una funzione F' € C” (R). Alla F' corrisponde poi f (z) = F (z) — .
L’elemento neutro di ¥, ¢ Oy, = {R,0}.

Osservazione 21 Sinoti che all’elemento neutro Oy, di X4 non corrisponde [’elemento
neutro Ox, di ¥.. Infatti, corrisponde il sistema S}?) ={x,F} con F(z) = —x,
onde x (t) = x (tg) e "
Naturalmente:
dim X, = dim >3 = +00
L’applicazione
W Xe = 2g,
definita da:
w (Sf?) = S](cd), con f(z)=F(r)+=x

e bi-iettiva. In altri termini, il risultato dell’applicazione di w all’elemento F' &€
C" (R) & Ielemento f € C" (R) tale che f (z) = F (z) + z. Cioe f ¢ traslato di
(elemento di C" (R)). Quindi w ¢ 'operatore traslazione in C” (R). Si noti che

tale operatore non e lineare. Infatti:

W (OEC) = {R,:U} 7& OEd
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Ricordiamo infatti che un applicazione lineare tra due spazi vettoriali V e W,
trasforma il vettore nullo di V' nel vettore nullo di W. Ne concludiamo che w ¢

End (C" (R)), cioé non ¢ un endomorfismo di C” (R) .

5 Sistemi dinamici iterati (parte 2)

5.1 Proprieta delle funzioni di trasferimento. Mappe 1-

dimensionali. Contrazioni

Per quanto visto, la funzione di trasferimento di un sistema dinamico iterato ¢ una
trasformazione di un intervallo [a,b] in sé. Una funzione con questa proprieta e

anche detta mappa 1-dimensionale.
Esempio 22 La funzione reale della variabile reale x:

f:x—2* Vo el0,1] (67)
¢ una mappa 1-dimensionale, poiché f ([0,1]) = [0, 1], come riportato in fig. 7.
Esempio 23 La funzione reale della variabile reale x:

frx—e", Vo el0,1] (68)

non & una mappa 1-dimensionale, poiché f ([0,1]) = [1,€] € [0,1], come riportato

n fig. 8.

Nell’insieme delle mappe 1-dimensionali svolgono un ruolo chiave le cosiddette

contrazioni.

Definizione 24 Una contrazione di [a,b] ¢ una trasformazione f di |a,b] tale

che

€ (0, 1) [|f' (@) < p, V€ [a,b]
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Figure 7: La restrizione della funzione f (x) = x? all’intervallo compatto [0, 1] ¢

una mappa l-dimensionale.
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Figure 8: La restrizione della funzione f (x) = e® all’intervallo compatto [0, 1] non

€ una mappa l-dimensionale.
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Proposizione 25
f & una contrazione di [a,b]) = f ([a,b]) C [a,]]

Dimostrazione. Per il teorema di Lagrange:

ZL‘,,CL’” c [a,b] — 35 c (ZL‘/,[E”) ’ f (513///)/ — f,(x/) _ f/ (f)

T —x

Cioe:

Vo € fal], 1f @) = F @) = F @ '~ o] Sl — | < "=
(69)
Quindi:
[f () = fla)l <[b—al=b—a,
da cui 'asserto. m

Osservazione 26 La proposizione appena dimostrata giustifica la definizione 24,

giacché una contrazione di [a,b] riduce le distanze (|f (z") — f(2')] < |2" —2'|).

La mappa 1-dimensionale dell’esempio 22 non € una contrazione, poiche e

f(x) >1,Vx € [%, 1}.
Teorema 27 Teorema di Brouwer
f e una contrazione di [a,b]) = Iz, € [a,b] | f (x.) = x. (70)

In altri termini, se f é una contrazione di [a,b], l'equazione f (x) = x € compatibile

e determinata in [a,b]. Inoltre, la successione {x,}, oy definita dall’equazione di

TICOTTENZA:
Tn1 = f(n), con g € [a,b (71)
converge alla radice x,:
HETOO Ty = Ty (72)
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Dimostrazione. Poniamo ¢ (z) =z — f (z), onde:
g (@) =1=f(x) 21—-pu>0, (73)

giacche e per ipotesi —pu < f'(z) < u, essendo 0 < pu < 1. Per la proposizione 25
¢ [ ([a,b]) C [a,b]. Senza perdita di generalita, se f (a) < f(b) = [f (a), f (b)] C
la, b], quindi:

gla)=a—f(a) <0, g(b) =b—f(b) >0

Dunque, g & continua in [a,b] ed assume valori di segno opposto agli estremi
dell’intervallo [a,b]. Per il teorema di esistenza degli zeri, esiste almeno un punto
Z. € [a,b] tale che g (x.) = 0. Ma tale punto € unico, in forza della monotonia

della funzione g (z) (eq. 73). Percio:
Az, € [a,b] | g(zi) =0 = Tz, € [a,b] | f(z:) = .

Dimostriamo la seconda parte del teorema. Assegnando ad arbitrio un punto

iniziale zo € [a, b], iteriamo:

I = (l’o)
To = (Il)
Tn = [ (Tn-1)

Abbiamo cosi costruito la successione {z,} I casi possibili sono:

neN"

weN|z,=f(r,) =x,

:>(Vn>1/, Ty, =2, — lim z, =z, = x.

n—-+00
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2. veN |z, = f(z,) =2,
Per il teorema di Lagrange:
Vk > 1, 3¢ € (vp-1,2) | 21 — 20 = f(281) — [ (22) = f1 (&) |31 — 2.
< plzrg — 2] < Jrpor — a4
Cioe:
|z — x| < |Tpo1 — x|, VB > 1,

da cui segue che la successione {|z,, — z.|} & strettamente decrescente. In-

oltre:
|21 — @] < pfao — ]
|22 — @] < play — @] < p? |wo — 2.
20 — 2] < 1" 7o — 2] < " (b—a)
Risulta:
W =0

giacche e 0 < p < 1. Quindi:

lim p"(b—a)=0= lim |z, —x,]=0

n—-+o0o n—-+o0o

Osserviamo che il punto z, € [a,b] ¢ invariante rispetto all’azione della con-
trazione f. Per tale ragione, x, si chiama punto fisso di f (fized point). Tale
definizione si generalizza a una qualunque mappa f che non sia necessariamente
una contrazione. Ad esempio, la mappa data dall’equazione (67) ha 2 punti fissi:
z, = 0 ez, = 1. In tal caso, 'equazione f (z) = x ammette 2 soluzioni distinte.
Per quanto visto nelle definizioni precedenti, una qualunque trasformazione di [a, b]
in se¢ ¢ la funzione di trasferimento di un sistema dinamico iterato S](cd) ={X, f}.

Quindi:
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Definizione 28 Un punto fisso di S}d) = {X, f} é una radice dell’equazione
fl@)=a.

La proposizione (25) e il teorema (27) hanno una semplice interpretazione ge-
ometrica. Precisamente, il grafico di una contrazione f : [a,b] — [a,b] ha una
pendenza < 1. Ad esempio, se consideriamo la trasformazione identica di [a, b]
(fig. 9):

f:la,b] = [a,b], f:2x—x, Vo€ la,b],

vediamo che f non & una contrazione, poiche |f’ (z)| = 1, Vx € [a,b]. E infatti,
risulta: f ([a,b]) = [a,b]. 1l caso opposto a quello della trasformazione identica &

dato dalla contrazione degenere, ovvero dalla trasformazione costante:
f:la,b] = [a,b], f:2x—¢, Ya€la,bl,

dove ¢ & una costante reale. Risulta f’(z) = 0, per cui f ¢ una contrazione di
[a,b]. E degenere, poiche f ([a,b]) = {c}, ciod contrae I'intervallo [a, b] nell’insieme

{c}, come possiamo vedere dalla fig. 10.

Conseguenza 29 Dal teorema (27) seque che condizione necessaria e sufficiente
affinche l'equazione f (x) = x sia compatibile e determinata, é che [ sia una con-
trazione. Incidentalmente, se f ¢é la trasformazione identica, l’equazione f (x) = x
risulta compatibile e indeterminata, giacché Vx € [a,b] é soluzione. Se invece f ¢é

un contrazione degenere di [a,b], l'unica soluzione di f (x) = x & la costante c.

Utilizzando un linguaggio intuitivo ma efficace, possiamo dire che le contrazioni

“via di ? tra la trasf ione identica e 1 trazione d 3

sono una “via di mezzo” tra la trasformazione identica e la contrazione degenere”.

In fig. 11. riportiamo un esempio di contrazione in cui f & strettamente crescente
in [a,b] .

In fig. 12. riportiamo un esempio di contrazione in cui f ¢ strettamente

crescente in [a, b] .

3Si osservi che mentre la trasformazione identica & unica, di contrazioni degenere ne esistono

infinite (per un assegnato intervallo [a, b]).
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Ay

b=f(b)

y=x

a=fla)

Figure 9: La trasformazione identica di [a, b] non ¢ una contrazione.

39



c=f(a)=f(b)

Figure 10: La contrazione degenere comprime l'intervallo [a, b] nell'insieme {c}.
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b
fib) o
y=fx)
y=x
fla)
a
a L b

Figure 11: Esempio di contrazione f dell’intervallo [a,b]. L’equazione f (x) =z &

compatibile e determinata.
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b
J@
y=f(x) _
y=x
Jb)
a
a X b

Figure 12: Esempio di contrazione f dell'intervallo [a,b]. L’equazione f (x) =z &

compatibile e determinata.

42



Le contrazioni sembrano essere funzioni monotone in senso stretto in [a, b]. In
realta, possono invertire la propria monotonia nel suddetto intervallo. Ad esem-
pio, il grafico della funzione riportata in fig 13, ¢ una contrazione di [a,b] ed ¢

strettamente crescente in [a, Tyax| € strettamente decrescente in [Zpax, ).

y
A
y=x

y=1tx)
fla)

f1b)

a Xmax b

Figure 13: f : [a,b] — [a,b] ¢ una contrazione non monotona di [a, b|.

Definizione 30 Una mappa 1-dimensionale f é una contrazione locale di |a, b]
se esiste un intervallo [-,&-] C [a,b] tale che f é una contrazione di [£,&s]. Ad
esempio, la mappa (67) € una contrazione dell’intervallo [0 1), poiche |f' (z)| =

'3
2|z| <1, Vz € [0,1).
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In generale, dobbiamo distinguere i due casi:

1. f'(x) > 0, cosicche la funzione risulta crescente in [a,b]. Se assumiamo
come punto iniziale xy < x, si ha che la successione {z,} & crescente, come
illustrato in fig. 14. Viceversa, se si parte da zq > x,, la successione {x,} ¢

decrescente, come illustrato in fig. 15

2. f'(x) < 0, cosicche la funzione risulta decrescente in [a,b]. In fig. 16 sono

riportate le prime 3 iterazioni.

Riassumiamo a grandi linee i risultati raggiunti. Assegnato il sistema dinamico
Sj(fl) = {[a,b],f} con f : [a,b] — [a,b], e un punto iniziale xy € [a,b], resta

univocamente determinata la successione {x, }:
Tp = f(Tp1) <=z, = f" (x0)
Si ricordi che:

J" (o) :f(f(---f (20))), f° (x0) = 0,

g
n

Se f ¢ una contrazione di [a,b] la successione {z,} converge verso I'unico punto
fisso z,:

lim =z, = z.
n—4o0o

Cio si esprime dicendo che x, ¢ un punto fisso attrattivo di S}d). Inoltre,
nel piano cartesiano xy resta univocamente determinata la successione di punti
{P, (zn, ™ (x0))} tale che:

lim P, = P,,

n—-+00
Il corrispondente diagramma delle orbite & denominato diagramma delle orbite

(cobweb plot) di S](cd) [6].
Esempio 31 Sia Sj(cd) un sistema dinamico in cui f € la mappa 1-dimensionale:
frx—cosx, Voel01) (74)
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y=fx)

Xo

X3

X

Figure 14: Assumiamo come punto iniziale dell’iterazione xq < x,. Nel grafico

sono illustrate le prime 3 iterazioni.
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y=fx)

Xy X
b

X

Figure 15: Qui partiamo con zy > xz,. Con quest’andamento particolare,

I’algoritmo converge rapidamente a .
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y=fx)

X; X3 X5

X x Xy

Y

Figure 16: Assumiamo come punto iniziale dell’iterazione xq > z,. Nel grafico

sono illustrate le prime 2 iterazioni.
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Risulta: |f' (x)| = |sinz| < 1, Vo € [0,1) per cui la mappa f é una contrazione
di [0,1). Cio implica che 'equazione cosx = x € compatibile e determinata in
0,1). Assumiamo come punto di partenza xo = 107" e utilizzando una routine di
Mathematica [4], otteniamo il grafico di fig. 17, da cui vediamo che l'algoritmo

converge rapidamente verso 0.73908.

Figure 17: Diagramma delle orbite del sistema dinamico Sy = {[0,1],cosz} con

punto iniziale xy = 10~!. L’orbita converge verso il punto fisso z, ~ 0.73908.
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Il teorema (27) assicura la convergenza dell’algoritmo iterativo anche nel caso

di una contrazione locale. Ad esempio, consideriamo:

1
fix—2a® Vre {0,5), (75)

che per quanto detto, ¢ una contrazione di [O, %) Assumendo come punto iniziale
xo = 0.4, otteniamo la convergenza indicata in fig. 18
Se la mappa f : [a,b] — [a,b] non ¢ una contrazione, possono verificarsi due

casi:
1. rN F[aﬂ =g
2. rN F[a,b} = {.1'*, :L‘;}

Quier:y=wzely:y=f(x), Vo € [a,b]. Cioe per una mappa f che non sia
una contrazione l’equazione f (x) = z puo essere priva di soluzioni, o ammetterne

piu di una.
Esempio 32 La mappa 1-dimensionale:

2
fix— (—Qx—l— 1) |sin 20z|, Va € [O, z} ,
T 2

us

non e una contrazione di [O, 5] e possiede un numero finito di punti fissi, come i

vede dal grafico di fig. 19.

Riprendiamo il caso della mappa (67). Per quanto detto non € una contrazione.
Qui abbiamo i 2 punti fissi:

r.,=0ex, =1

Con l'ausilio di Mathematica possiamo vedere che il punto fisso z, & repulsivo, nel
senso che per ogni punto iniziale ¢ € (z), — §, z’,), la successione {z, } non converge
a x,. Anzi, si allontana definitivamente da esso. Ad esempio, per xy = 0.999
otteniamo il diagramma delle orbite di fig. 20.

Piu precisamente, abbiamo la seguente definizione:
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.. ~ (A . .
i\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figure 18: Diagrmma delle orbite del sistema dinamico iterato S (d), dove f e data
dalla (75). Il punto di partenza ¢ xy = 0.4. L’orbita converge verso il punto fisso

z, = 0.
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1

igure 19: Intersezione della retta r : y = x con il diagramma cartesiano I'
03] °

y = (Zz +1) [sin 20z|.
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Figure 20: Diagramma delle orbite del sistema dinamico iterato S](cd) = {[0,1], 2%}

con punto iniziale zy = 0.999.
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Definizione 33 Il punto fisso x, del sistema dinamico Sj(cd) ={X, f} ¢ repulsivo

se e solo se:
s (2.) = (v — 0,24 +0) | (w0 € I5 (z) \ Az} = In € NN {0} | f7 (w0) ¢ L5 (w0)

essendo x, = ™ (xo).
Dal teorema 27 segue il corollario:

Corollario 34 Sia f : [a,b] — [a,b] una mappa 1-dimensionale. Se x, é un punto

- a(d
fisso di S](c ) = {la,b], f}, seque:
e 1, ¢ un punto fisso attrattivo se |f' (z.)| <1

e 1, ¢ un punto fisso repulsivo se |f' (z,)| > 1

Conseguenza 35 Se f : [a,b] — [a,b] é una contrazione di [a,b], Sj(cd) ha un unico

punto fisso attrattivo x.,.

Per quanto visto, il paradigma dei sistemi dinamici a tempo discreto permette
di integrare equazioni differenziali del tipo @ = F'(x). Consideriamo ’equazione

differenziale:

T = px, (76)
dove 8 > 0 e un parametro adimensionale. Tale equazione regola 1’evoluzione
dinamica di SE,C) = {x, Bz}. L'integrale generale della (76) e:

z (t) = Ce (77)

Per il teorema 15, al sistema Sj(f) corrisponde il sistema dinamico iterato S}d) =
[X, f (2)}, dove:

fx)=F(x)+xz Vee XCR
Cioe:

flx)y)=(B+1)z, Ve eX
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che ¢ la trasformazione lineare di X in s¢. E manifestamente |f’ (z)| = 8+ 1 > 1,
onde f non e una contrazione. L’'unico punto fisso del sistema ¢ x, = 0. Si tratta di
un punto fisso repulsivo. Il diagramma delle orbite del sistema S}d) e riportato in

fig 21. Il sistema dinamico Sy = {X, (1 + ) x} ci permette di determinare il valore

<

Figure 21: Diagramma delle orbite di S](cd) ={z,(1+pB)x} per §=2-10"" 1l

punto iniziale ¢ ¢y = 0.2.

della grandezza x ai vari istanti di tempo ¢,,. Nei casi piu semplici, cio non offre

alcun vantaggio, poiche in questi casi integriamo direttamente 1’equazione differen-
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ziale & = F' (z) che, appunto, ci fornira 'andamento di z a tutti i tempi. Tuttavia,
tale paradigma offre uno strumento di calcolo alternativo a quello delle equazioni
differenziali quando quest’ultimo fallisce. Pit1 precisamente, un’equazione differen-

ziale del tipo © = F'(x) si integra per separazioni di variabili:

dx
=dt 78
i) (78)
Integrando ambo i membri:
dx
=t
/ F () +C, (79)

dove C' ¢ una costante di integrazione. Pertanto, siamo in grado di integrare la (79)

solo nel caso in cui il primo membro della (79) ¢ dotato di espressione elementare.

G<x>=/%,

r=G (1)

Precisamente, se:
e se G (x) ¢ invertibile, si ha:

Ad esempio, ’equazione differenziale:

dx
dt

= cos,
con la condizione iniziale x (0) = zy, si integra immediatamente:
x (t) = arctan (¢ + tan xg) (80)

Il grafico di x (t) e riportato in fig. 22.
Vediamo dunque che la soluzione z (¢) tende asintoticamente al valore 7/2.
Abbiamo dunque un sistema dinamico a tempo continuo SE,C) = {x,cosx}, il cui

stato x € [0, %) ha I'andamento del grafico di fig. 22. Passiamo ora al sistema
dinamico iterato Sj(cd) = {[0,%),f(2)}, con f(z) = F(z) + 2 = x + cosz, il
cui grafico e riportato in fig. 23. Dallo studio della derivata prima vediamo
che |f'(x)] < 1, Vx € [O,g), per cui f € una contrazione di [0,%). L’unica
2

soluzione di f (z) =z & z, = Z. Risulta f' (%) = 1, per cui il corollario 34 non ci
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NIE

Xo

Figure 22: Andamento della soluzione di Z—f = cosx, con la condizione iniziale
x (0) = xo.

INTEN

Figure 23: Diagramma cartesiano della funzione f (x) = = + cosx.
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dice nulla sulla natura di tale punto attrattivo (cioe se & attrattivo o repulsivo).
Tuttavia utilizzando Mathematica, vediamo che si tratta di un punto attrattivo,

come illustrato nel diagramma delle orbite riportato in fig. 24.

;. j/

Figure 24: Diagramma delle orbite del sistema dinamico iterato Sj(cd) =
{[0, %) , T + cos .1'} con punto iniziale o = 0.2. Dopo 50 iterazioni, ’orbita con-
verge al punto fisso x, = 5-

Da tale diagramma vediamo che assumendo come punto iniziale xo = 0.2,
lorbita converge verso il punto fisso x. = 7. Nel diagramma sono state eseguite
50 iterazioni, ma e ovvio che la convergenza avviene dopo un numero infinito di
iterazioni. Vediamo dunque la perfetta equivalenza tra i due procedimenti. Nel

primo, si integra ’equazione differenziale e si traccia il grafico della soluzione z (t),
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™

ove vediamo che lo stato del sistema tende asintoticamente a Nel secondo,

o]

invece, ’algoritmo ci fornisce i valori x,, al passo n-esimo, ovvero all’istante t,,. E
per n — +00, lo stato del sistema converge a 7.
Consideriamo ora ’equazione differenziale

dz 1
= —g —ginz'®

Tale equazione non puo essere integrata in forma chiusa, poiche non esiste un’espressione

/ dx
%x — sin 10

Passiamo dunque al sistema discreto S](cd) ={X, f}, dove:

elementare dell’integrale:

4
f(x)=F(x)+z= gaz—sinxlo,

assumendo X = [0, 1]. Il grafico della funzione di trasferimento & riportato in fig.

25.Dallo studio della derivata prima, vediamo che f non ¢ una contrazione di [0, 1].

y
1r

Figure 25: Diagramma cartesiano della funzione di trasferimento f(x) = 31 —

sin z10.

L’equazione f (z) = x ammette 2 soluzioni: x,,z! = 0. La prima si ricava per via
numerica, ottenendo x, ~ 0.89. Inoltre, |f’ (z.)| > 1, per cui si tratta di un punto

fisso repulsivo. Il diagramma delle orbite di Sj(cd) e in fig. 26.
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Figure 26: Diagramma delle orbite di S}d) = {[0,1], 3z — sinz'°}. Il punto iniziale

e Ty = 0.1.
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Il diagramma delle orbite di Sj(cd) = {[0, 1], %x — sin xlo} ¢ estramemente com-
plesso, in quanto dotato di periodicita, il cui significato verra compreso appieno

nella sezione successiva.

Conseguenza 36 Quando non ¢ possibile trovare una soluzione in forma chiusa
di un’equazione differenziale non lineare, si cerca di linearizzare l’equazione con un
opportuno sviluppo in serie. Alternativamente, se l’equazione é della forma & =
F (x), il paradigma dei sistemi dinamici iterati, permette di risolvere il problema

posto.

5.2 Punti periodici

Consideriamo un sistema dinamico iterato S](cd) = {X, f}. Abbiamo visto che se
/ & una contrazione, comunque prendiamo xy € X, la successione {x,, = f" (x¢)}
converge all'unico punto fisso x, radice dell’equazione f (z) = x. Di contro, se f
non ¢ una contrazione, possono esserci punti fissi repulsivi, cioe tali che |f’ (z.)| >
1. Cio premesso, assegnata una generica trasformazione f, sussite la seguente

definizione:

Definizione 37 Definizione di punto periodico

1l punto fisso repulsivo z, € X .
P /i b (g (Elk e N\ {0,1} | fF(x,) =2,

¢ un punto periodico per Sj(cd)

L’intero naturale k si chiama periodo del punto x,.

Osservazione 38 x, € X ¢ periodico di periodo k) => (x. ¢é periodico di periodo k, VK" > k

Tale proprieta seque direttamente dalla definizione di punto periodico, poiché:
f) =, = f¥ (x,) =2, VK > k (82)

Osservazione 39 Ogni punto fisso attrattivo é un punto periodico di periodo uni-

tario.
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Proposizione 40

x. € X € punto periodico di periodo k Ty € punto fisso
(d) (d) k
per S;7 ={X, [} per S = {X, f*}
Dimostrazione. Segue direttamente dalla definizione di punto periodico. =
Esempio 41 Consideriamo il sistema dinamico S](cd) ={R, f} con f(x) = —x.
Per tale sistema © = 0 e ['unico punto fisso (repulsivo). Per la proposizione

precedente, seque che Yx € R\ {0} é punto periodico di periodo 2. Infatti, risulta:
Sj(él) ={R, f%} con f*(z) = f (f (z)) = f (=x) = z. Nelle fig. 27-28 il diagramma
delle orbite disegnato a mano, e poi tracciato con Mathematica.

Da tale esempio, vediamo che il sistema oscilla tra i punti g e —zy. Piu

precisamente, assegnato ad arbitrio zy € R\ {0} risulta:

. —xp, se n e dispari
Ty = f"(x9) = (83)

To, sen e pari

Cioe {z,} ¢ oscillante, per cui Alim, ;o {z,}.

Questa e una proprieta generale, nel senso che dato un punto periodico z, di
periodo 2, la successione {x,} - i.e. lo stato del sistema - oscilla tra una coppia di
punti Z1, Ty . Per un punto periodico di periodo k, la successione {x,} oscilla tra

k punti z, T, ..., Tk.
Conseguenza 42

r, ¢ un punto periodico) = P lim z,
n—-+0o00

6 Trasformazione quadratica (mappa logistica)

Riprendiamo ’equazione (25) che per A = 1 ¢ la funzione di trasferimento del
. d) .
sistema S}(c )= {[0,1], f}, con

f(z) = —ax® + az, (84)

dove a = By +1 > 1.
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y=x

y=-x

Figure 27: Diagramma delle orbite di S}d) = {R, —z} con punto iniziale un arbi-

trario zg € R.
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-0.¢ 0.t 1.¢

Figure 28: Diagramma delle orbite del sistema precedente tracciato con

Mathematica.
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6.1 Tracciamento del grafico

Nel piano cartesiano Ozy la (84) ¢ 'equazione di una parabola passante per (0,0),

(0,1) e che volge la concavita verso il basso. Il punto critico ¢ tale che:
, 1
f (a:):()<:>a(1—2$):0<:>x:§,

ed € un punto di massimo assoluto per la funzione. Notiamo che e indipendente da

a, mentre f (1) = 2. Quindi, detto M il massimo assoluto di f, si ha M (1, 2).
2 1 201

Il grafico e riportato in fig. 29.

y
f(Xmax) [
fF(x)=F(x)
X
yx )
1 : 1 1 X
X< Xmang X X 1
Figure 29: Diagramma cartesiano della restrizione della funzione f (x) = —ax? +
ax all'intervallo [0, 1].
6.2 Studio dei punti fissi
Le radici dell’equazione f (z) = x sono:
-1 w9 (85)
Te=1—— 2, =
a

Si noti che per a > 1, & x, # x!. Cioe per a > 1 esistono dunque 2 punti fissi.

Infatti per tali valori di «, f non ¢ una contrazione di [0,1]. Per mostrare cio,
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risolviamo la disequazione:
|f" (@) <1,
equivalente a:
1
1 -2z < — 86
1- 2] < = (56)
Per quanto detto, e a > 1. Vale la pena comunque, assumere o > 1. Iniziamo con

a > 1. La (86) si risolve facilmente per via grafica, come vediamo in fig. 30.

y
1

Rk

X<

N

X
Figure 30: Risoluzione della disequazione |1 — 2z| < 1.

Otteniamo:

dove:
1 1 T, 1 1 1 1

Da cio segue che f ¢ una contrazione dell'intervallo (z-,x-).

Conseguenza 43 In base alla definizione 30, la trasformazione quadratica e una

contrazione locale.
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Osserviamo che le (87) includono il caso @ = 1. Per tale valore di «, si ha
(x<,2s) = (0,1), per cui f(x) = —z*+ x ¢ una contrazione di (0,1). Rimangono
esclusi i punti x = 0 e x = 1. Inoltre, per a = 1, 'unico punto fisso ¢ x, = 0, come

si evince dal grafico di fig. 31.

y

f(Xmax) [ y= f(X)

Xmax 1

Figure 31: La trasformazione quadratica per & = 1 ha come unico punto fisso

z, = 0.

Risulta f'(0) =1, per cui il corollario (31) non ci dice nulla sulla reale natura
(attrattiva o repulsiva) del punto fisso z, = 0. Tracciamo dunque i diagrammi
delle orbite con Mathematica, per diversi punti iniziali. In fig. (32) ¢ riportato il
diagramma delle orbite con zy = 0.1 e per un numero di iterazioni pari a 20, per
cui viene determinato il punto wyy = f?°(0.1). L’orbita converge verso il punto
fisso z, = 0. In fig. (33) riportiamo il diagramma delle orbite con zy = 0.8 e per
un numero di iterazioni pari a 20. Anche in questo caso 'orbita converge verso
r, = 0. Ne concludiamo che si tratta di un punto fisso attrattivo.

Per a > 1 ¢, invece, f'(0) = a > 1 per cui z, = 0 & un punto fisso repulsivo.

Piu specificatamente, abbiamo:
rg=0= f(x9) =0= f"(29) =0,Vn €N
Cioe per zy = 0, la successione {z,} ¢ la successione identicamente nulla. Per-
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Figure 32: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S](cd) = {[0,1],—2* 4+ 2} con

punto iniziale xq = 0.1.
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Figure 33: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S](cd) = {[0,1],—2* 4+ 2} con

punto iniziale xq = 0.8.
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tanto il diagramma delle orbite si riduce al punto (0,0), avendosi banalmente
lim,, 4 x, = 0. Un punto notevole ¢ x = 1, zero non nullo di f. Assumendo
come punto iniziale o = 1, si ha f (1) = 0 e quindi f™ (1) = 0, per cui la succes-

sione {z,} ¢ la successione:
.1’0:1,331:1'2:...:5[)”:...:0

Il corrispondente diagramma delle orbite converge al punto fisso 0 alla prima iter-

azione.
Esaminiamo ora il comportamento di Sj(cd) = {[0,1], —az? + ax} per specifici

valori di o > 1.

w

6.2.1 Punti fissi per a = 3

In questo caso e

1 1 5!
Ty ==, Te ==, Ts = =
3776777 6
Il grafico ¢ in fig. 34.
y
X
f(Xmax) [
y=fx
f(X<): f(X>) [
| 1 | 1 1 | 5 X
X<—g X*Zg Xmang X>=E 1
Figure 34: Diagramma cartesiano della funzione f () = —ax? + ax per a = %

Quindi, abbiamo il punto fisso non nullo & x, € (z-,z~) e come tale & attrattivo.
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In altri termini, ogni successione {x,} converge verso x,. Piu precisamente:

1
Vg € (07 1) , lim fn (LC()) =3

n—-4o00 3
Ad esempio, assumendo xy = 1072, dopo 20 iterazioni otteniamo il diagramma

delle orbite illustrato in fig. 35.

Figure 35: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S](fd) = {[0,1], —az? + ax}

3

er a = 2 con punto iniziale zo = 1072,
D) 0

Assumendo zy = 0.9, otteniamo il diagramma di fig. 36.
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Figure 36: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S; = {[0,1], —az? + ax} per

3

a = 5 con punto iniziale g = 0.9.
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I1 punto z, = 0 & repulsivo. Inoltre, per quanto discusso in precedenza, as-
sumendo come punto iniziale xg = 1, I'orbita converge a x’, alla prima iterazione,

come possiamo vedere dal grafico di fig. 37.

6.2.2 Punti fissi per a =2

In questo caso e

Il grafico ¢ in fig. 38.

Anche qui abbiamo il punto fisso non nullo z, € (z-,x~), ovvero punto fisso
attrattivo. Assumendo zo = 107!, dopo 20 iterazioni otteniamo il diagramma delle
orbite illustrato in fig. 39.

In fig. 40 riportiamo il diagramma delle orbite per xg = 0.9.

6.2.3 Punti fissi per a = 3.3

In questo caso e
23 _— 23 43

x*—§:0.69, x<:%, x>:%
Il grafico ¢ in fig. 41.

Qui abbiamo il punto fisso non nullo z, ¢ (z.,z~), ovvero un punto fisso
repulsivo. Assumendo xy = 0.2, dopo 20 iterazioni otteniamo il diagramma delle
orbite illustrato in fig. 42.

Dal diagramma di fig. 42 vediamo che x, = % e un punto periodico di periodo
2. Utilizzando il comando NestList di Mathematica, otteniamo i valori iterati
riportati nella tabella 1, da cui vediamo I’andamento della successione {x,} con
Ty = f(x,_1). Quien=0,..,20. Dunque, assumendo zy = 0.2, la successione
{z,,} oscilla tra z; = 0.479427 e o = 0.823603.

Assumendo zy = 0.9, otteniamo il diagramma di fig. 43, da cui emerge nuova-

mente la periodicita del punto z, = %
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Figure 37: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —az? + ax}

3

5 con punto iniziale 7o = 1. L’orbita converge a z), = 0 alla prima

per a =

iterazione.
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O | OO0 || || O | Ol = || W || DN

0.479368

—_
)

0.823595

—_
—_

0.479444

—_
[\]

0.823606

—_
w

0.479422

—_
W~

0.823603

—_
ot

0.479428

—_
(@)

0.823603

—_
~J

0.479427

—_
oo

0.823603

—_
Ne)

0.479427

[\~
(@)

0.823603

Table 1: La successione {z,} con x, = f (z,_1), essendo f (r) = —3.32% + 3.3z.
Qui e n =0, ...,20. Dalla tabella vediamo che assumendo xy = 0.2, la successione

{z,,} oscilla tra 0.479427 e 0.823603.
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X
f(Xmax) [
f(x)=f(x)
y=f(x
1 1 . X
X=7 X, X=: 1
Figure 38: Diagramma cartesiano della funzione f (z) = —2x? + 2.

La periodicita dei punti puo essere studiata attraverso la proposizione 40. A

tale scopo chiamiamo ¢ (x) la composizione di ordine 2 della funzione f:

g9(x) = f(f(z))

il cui grafico e riportato in fig. 44. Da qui vediamo l’esistenza di 3 punti fissi,

ottenuti risolvendo g (z) = z:

1 23 1
o= — (43— \/129) =g, = — (43 \/129)
66 ( T =gy T =g (T

Risulta |¢' (z.)] < 1, onde x, ¢ punto fisso attrattivo per g. Da cio segue che ¢ un
punto periodico di periodo 2 per la funzione f.

Proviamo a determinare I'immagine inversa del punto fisso x,, cioe:

el =7 ()
Utilizzando il comando Solve di Mathematica, otteniamo:

10
(-1 _ 10
T 33
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Figure 39: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S; = {[0, 1], —22? 4+ 2z} con

punto iniziale xq = 0.1.
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Figure 40: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di Sj(cd) = {[0,1], —22* + 2z}

con punto iniziale zy = 0.9.
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f(Xmax) [ X
f(X<): f(X>) [

=f(X)
| 23 X
Xc=— Xs X, 1
66
Figure 41: Diagramma cartesiano della funzione f () = —az? + ax per a = 3.3.

Iteriamo il procedimento:

-2 _ -1 (xﬁ_l)) = ! (f—l (x*)) = f=2 ()

ottenendo la successione {xﬁ_n)} Mathematica restituisce i valori:

= 66 <33 N \/@>

Y = (33 + \/689)

Per n = 3, vediamo che

$( =

1
=% (33 — \/ 429 + 20/689 )
ol = % (33 — \/429 +20/689 )

D

Quindi {x,(k_n) }
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Figure 42: Diagramma delle orbite (20 iterazioni) di S](fd) = {[0,1], —az? + az}

per a = 3.3 con punto iniziale g = 0.2. Il punto fisso z, = % e un punto periodico

di periodo 2. Dal diagramma vediamo che lo stato di S oscilla tra z; = 0.479427
e Ty = 0.823603.
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Figure 43: Diagramma delle orbite (550 iterazioni) di S}d) =
{[0,1],—3.32% + 3.3z} con punto iniziale zy = 0.9. Inizialmente lorbita

converge verso x, = 23/33, per poi essere catturata da un ciclo di periodo 2.
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Figure 44: Grafico della funzione ¢ (z) = f (f (x)) per a = 3.3.

6.2.4 Punti fissi per a =3

Lo studio dei punti fissi per a = 3 & cruciale, poiche per tale valore si verifica una
transizione nel comportamento del diagramma delle orbite. Risulta:

1 2
1’*25, $<:§,9€>:§

Cioe:
Te = T

Pertanto x, ¢ (v, 2z~ ), per cui non ¢ un punto fisso attrattivo. Inoltre, |f" (z.)| =
1, per cui il corollario (31) non ci dice nulla sulla reale natura di z,, nel senso che
non sappiamo se ¢ un punto repulsivo o attrattivo. Tracciamo dunque i diagrammi
delle orbite con Mathematica, per diversi punti iniziali. In fig. (45) e riportato il
diagramma delle orbite con zy = 0.1.

Dal diagramma di fig. 45 vediamo dunque che z, = % e un punto attrattivo.
Piu precisamente, ¢ un punto attrattivo in senso debole (poiche la derivata vale

esattamente —1). Infatti, inizialmente 'orbita entra in un ciclo di periodo 2 per

poi convergere al punto fisso.
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Figure 45: Diagramma delle orbite (500 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —32* + 3z}

con punto iniziale zy = 0.1.
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6.2.5 Punti fissi per a = 3.45

In questo caso ¢

49 49 89

S LT T A T

Il grafico ¢ in fig. 46.

y
f(Xmax) [
f(X<)= f(X>) [ X
= f(X)
‘ X
49
X.=— X X, 1
138
Figure 46: Diagramma cartesiano della funzione f () = —ax? + ax per a = 3.45.

Qui abbiamo il punto fisso non nullo z, ¢ (z.,z-), ovvero un punto fisso
repulsivo. Cio non deve sorprendere, poiche al crescere di «, il punto fisso x, si
sposta verso 'estremo 1 dell’intervallo [0, 1]. Precisamente:

lim z.,=1
a——+oo

Assumendo zy = 0.1, dopo 20 iterazioni otteniamo il diagramma delle orbite il-

lustrato in fig. 47. Dal diagramma 47 vediamo che il punto z, = % € un punto

periodico di periodo 4. Infatti, studiando la funzione:

g(@) = f*(2),

scopriamo che z, € punto fisso per g, come vediamo dal grafico di fig. 48.
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Figure 47: Diagramma delle orbite (100 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —az?* + ax}

per a = 3.45 con punto iniziale xy = 0.1.
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Figure 48: Diagramma cartesiano della funzione g () = f* (z) per a = 3.45.

6.2.6 Punti fissi per a = 3.54

In questo caso e
127 127 227

177 T35 T T 3

In fig. 49. riportiamo il diagramma delle orbite per xqg = 0.1. Da tale diagramma

T, =

vediamo che z, € periodico di periodo 8. Tale conclusione e confermata dalla studio

della funzione g (x) = f° (x), il cui diagramma cartesiano ¢ riportato in fig. 50

6.2.7 Punti fissi per a = 3.839

In questo caso ¢
2839 2839 4839

T 38397 U< T 7678’ T 7678
Il punto z, e repulsivo. In fig. 51. riportiamo il diagramma delle orbite per
xo = 0.1. Dalla diagramma delle orbite riportato in fig. 51 vediamo che z, e
periodico di periodo 3. Tale conclusione e confermata dalla studio della funzione
g(xz)=f(f(f(x))), il cui diagramma cartesiano e riportato in fig. 52
Per il teorema di Sarkovskii [7] esistono infiniti punti periodici. Infatti, f

possiede un numero finito di punti periodici se e solo se il loro periodo ¢ una

potenza di 2.
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Figure 49: Diagramma delle orbite (200 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —az?* + ax}

per a = 3.54 con punto iniziale xy = 0.1.
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Figure 50: Diagramma cartesiano della funzione g (z) = f® (z) per a = 3.54. 1l

punto x, € punto fisso per g. Cio implica che ¢ punto periodico di periodo 8 per

f
6.2.8 Caso a =4 (caos)

Dedichiamo una sezione al caso a = 4, poiche e il pit importante. Ad esempio,
con un punto iniziale g = 0.1, otteniamo il diagramma delle orbite di fig. 53. Per

a = 4 I'insieme dei punti periodici ¢ denso in [0, 1].

Definizione 44 La mappa 1-dimensionale f : [a,b] — [a,b] é topologicamente
transitiva se e solo se:

VI,J C lab], 3ne N\ {0} | () NV £ 2.

Dal diagramma delle orbite riportato in fig. 53, vediamo che per a = 4, la

mappa f : [0,1] — [0, 1] ¢ topologicamente transitiva.

Definizione 45 La mappa 1-dimensionale f : [a,b] — [a,b] presenta dipendenza
sensibile dalle condizioni iniziali se assegnato ad arbitrio un punto iniziale xg €
la, b]:
de > 0| Vs, (x9) = (xo — e, 0 + d¢), Fz € Is, (xo) \ Ao}, n >0 |f" (xo) — f™ (xf)]| >
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Figure 51: Diagramma delle orbite (200 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —az?* + ax}

per a = 3.839 con punto iniziale zo = 0.1.
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Figure 52: Diagramma cartesiano della funzione g (z) = f3 (z) per a = 3.839. 1l

punto x, ¢ punto fisso per g. Cio implica che ¢ punto periodico di periodo 3 per

f.
Cio premesso, abbiamo la seguente definizione di sistema caotico [7]:

Definizione 46 Un sistema dinamico iterato S](cd) = {X, f} é caotico se ¢ caral-

terizzato da:
1. dipendenza sensibile dalle condiziont iniziali;
2. densita dei punti periodici in X ;
3. transitivita topologica

Per oo = 4, le condizioni 1,2,3 sono verificate, per cui il sistema iterato Sj(fd) =
{[0,1], —42? + 42} & caotico. In fig. 54 riportiamo lo stato z,, di S}d) = {[0,1], —az* + ax}

in funzione di a.
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Figure 53: Diagramma delle orbite (100 iterazioni) di S](cd) = {[0,1], —42* + 4z}

per con punto iniziale zo = 0.1.
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Figure 54: In ascisse riportiamo il parametro « e in ordinate lo stato z,, = f™ (o)

del sistema dinamico S@ = {[0,1], —ax? + ax}.
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6.3 Conclusioni

In definitiva:

e l<a<3
Abbiamo un solo punto fisso (punto periodico di periodo 1 o attrattore sta-
bile).

o a=3

1 punto periodico di periodo 2. Quindi lo stato del sistema oscilla tra 2

attrattori stabili. Abbiamo dunque un raddoppiamento del periodo.

e =345

1 punto periodico di periodo 4. Quindi lo stato del sistema oscilla tra 4

attrattori stabili. Abbiamo dunque un nuovo raddoppiamento del periodo.

e =354

1 punto periodico di periodo 8. Quindi lo stato del sistema oscilla tra 8

attrattori stabili. Abbiamo dunque un nuovo raddoppiamento del periodo.

o o = 3.56441

1 punto periodico di periodo 16. Quindi lo stato del sistema oscilla tra 16

attrattori stabili. Abbiamo dunque un nuovo raddoppiamento del periodo.

o a = 3.56876

1 punto periodico di periodo 32. Quindi lo stato del sistema oscilla tra 32

attrattori stabili. Abbiamo dunque un nuovo raddoppiamento del periodo.

o o = 3.56994.

E il primo valore caotico.
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Abbiamo dunque una successione {a, }, .y definita da:

ap =3

a; = 3.45

a9 = 3.54

as = 3.56441
ay = 3.56969
as = 3.56969
ag = 3.56989

Alla {a, }, o possiamo associare la successione {9, },y:

67- _ Opg 1 — Qp

Qg — Qpyq

Si dimostra che la successione {d,}, .y € convergente. Pili precisamente:

lim 6, = 0 =~ 4.669

r—-+oo

dso € la costante di Feigenbaum.
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A Automi cellulari

(i si puo chiedere se il paradigma dei sistemi dinamici a tempo discreto sia qualcosa
di piu di un’alternativa alle equazioni differenziali. La risposta e affermativa. Esiste
infatti una classe di enti matematici noti come automi cellulari [3] che simulano
I’evoluzione temporale di un sistema a tempo continuo. Un automa cellulare ¢ un
insieme di celle distribuite su una griglia N-dimensionale. 1 casi significativi sono

N=1,2.

Definizione 47 Un automa cellulare 1-dimensionale infinito ¢ linsieme {ay}, .,
dove ap € ¥ C K, essendo K uno degli insiemi N, Z,R. Se ¥ = {0,1} lautoma

st dice in base 2. L’elemento a;, ¢ detto cella k-estma dell’automa.

Definizione 48 Lo stato dell’automa ¢é il “vettore” a infinite componenti x =
(a)yez, mentre lo spazio degli stati o spazio delle configurazioni dell automa
e l'insieme:

N
X = lim x %, (88)
N—+400 k=—N

dove x denota l'operazione di prodotto cartesiano. Quindi:

X = {x = (ar)ey | ax € X} (89)

Osservazione 49 x = (ay) 7z non e propriamente un vettore, ovvero un elemento

ke

di uno spazio vettoriale. Consequentemente, l'insieme (88) non é propriamente

uno spazio vettoriale.

L’automa evolve nel tempo discreto t,, = nA, con n € N. Piu precisamente, lo

stato della k-estma cella a; evolve secondo la legge:
ag™) = F (af"),af”, af)) (90)

Nella (90) F' ¢ la regola di aggiornamento della k-esima cella di C4. Piu

precisamente:
F:¥ —3 F: (a,itf)l,a,gt”),a,g_ﬁb — alm) (91)
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c (tn1
Qui a,,

funzione dello stato al tempo precedente t, della medesima cella, nonche di quelle

(tn) — ( (tn)>
x @ kez’

) & 1o stato della k-esima cella al tempo t,.1, che attraverso la (90) ¢

vicine (ag_1, axy1). Posto:

si ha:

x(tnt1) — f (X(tn)) ’ (92)

dove f ¢ una funzione vettoriale:

£ (X(tn)) — (F (a,(:fi, a](gtn)v al(vt-ti>>kgz ’ (93)

la cui k-estma componente ¢ la regola di aggiornamento della k-esima cella di Cg4,
i.e. la funzione (91). Quindi:

f: X=X

e definisce la regola di aggiornamento dell’automa.

Definizione 50 La funzione F (definita dalla (91)) é la mappa locale dell’automa.

La funzione (93) definisce, invece, la mappa globale dell’automa.

Un automa cellulare 1-dimensionale infinito verra denotato con la notazione

simbolica:

Ce = [(ak)kez ) f] (94)
Definizione 51 Un automa cellulare 1-dimensionale si dice finito, se non € in-
finito. Choé:

Cr = [(ar)per  £]

dove K C Z.

Proposizione 52 Un sistema dinamico iterato S](cd) ={X, f} ¢ un automa cellu-
lare 1-dimensionale con una sola cella, la cui regola di aggiornamento é la mappa

1-dimensionale f.
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Dimostrazione. La funzione di trasferimento di Sj(cd) e f: X — X . Consideriamo
un automa cellulare con una sola cella C¢ = [a, f], che per uniformita di notazione,
riscriviamo Cy = [z, f] con z € ¥ C K. La regola di aggiornamento (92) di C4 ¢
del tipo

2lrt1) = g (20|

che nella notazione dei sistemi dinamici a tempo discreto si scrive:

Tpy1 = ¢ (xn)

Assumendo come regola di aggiornamento ¢ la mappa 1-dimensionale f di S}d),

segue necessariamente S](cd) =Crie. {X,f}=[z,f]. =

B Approssimazione della derivata

Abbiamo visto che il procedimento esaminato nella sezione 4 ¢ fondamentalmente

basato sulla possibilita di approssimare la derivata prima Z—f con il rapporto incre-

) Riscriviamo I'equazione (61):

mentale w

z(t+A)—x(t)
A

~ F(z(t)),con0<A<1

Nella maggior parte dei casi si pone A = 1. Ricordiamo infatti che A rappresenta
il campionamento adimensionale, ovvero il rapporto tra il tempo t reso dimen-
sionale e il tempo caratteristico medio 7. Abbiamo poi dimostrato che se la
funzione F'(x) ¢ sufficientemente regolare, I’approssimazione precedente ¢ valida.
Cio implica 'assenza di punti di flesso a tangente verticale del diagramma della
funzione x = z (). Infatti, se ¢y ¢ un punto di flesso a tangente verticale, in un
intorno di tale punto si ha una variazione quasi istantanea di x (t) per cui il valore
A =1 dell'incremento della variabile indipendente non permette di approssimare

z(t+A)—x(t)
A

la derivata a . Tuttavia, ci sono casi estremi in cui pur non essendoci

punti di flesso a tangente verticale, si ha una variazione brusca della grandezza

x (t).
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Consideriamo una grandezza che varia secondo la legge:

Mo

~ Bt 11 (95)

n(t)

La derivata prima e:
: U
n=- [eﬁ(tfh) + 1]2

Il tempo caratteristico istantaneo:

n 1 —B(t—t1)
TH t) = - = = 1 +e 1
0=|% -3 |
Il tempo caratteristico medio:
to+T
_ 1
TH — ? TH (t) dt

— ﬁQ_T [BT + 6*5(t07t1+T) (eﬁT _ 1)}

Adimensionalizziamo il problema, ponendo 7 (t) = nox (t) e passando al tempo
adimensionale ¢’ = % In tal modo, la soluzione (95) diventa:

Zo

z(t) = G T (96)

dove abbiamo ridefinito ¢’ in ¢, mentre ¢ Sy = % Abbiamo dunque il sistema

dinamico a tempo continuo:

S¢) = {a, F},
dove:
F(z) = BuuF (ﬁ) ,
To
dove F (%) ¢ tale che F (%) =1 = —%. La (96) ¢ controllata dal
parametro positivo Sg. Vediamo che:
Zo 0F, set >t

-
eBut=1) 4+ 1 gy—too 1, set € (0,t)

97



Cioe per fg — +o00, la grandezza adimensionale z (f) tende a una funzione a
gradino. Precisamente:

z(t) — zf(t—t1)

Br—++o0
Per g — 400 la derivata non e definita in t = ¢; e il sistema diviene pato-
logico. Osserviamo peraltro, che anche per valori finiti di Sy, la grandezza varia

in modalita quasi istantanea intorno a t;, come possiamo vedere dal grafico della
funzione z (t) illustrato in fig. 55.

Figure 55: Andamento della soluzione x (t)

= ey per fu = 1,..10. Al
crescere di By, la funzione 9

= approssima il gradino unitario ¢ (¢ — t1).
Dalla fig. 55 vediamo dunque che la derivata prima di z (¢) varia violentamente
in un intorno di ¢; in seguito alla variazione quasi istantanea della x (t) dal valore

xo al valore x = 0. Infatti, se grafichiamo la derivata otteniamo il diagramma
riportato in fig. 58.

Evidentemente:

dx

— o(t—t
dt Br—+00 o ( 1)’
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Figure 56: Andamento della derivata di x (t) per Sy = 1,...,10. Al crescere di Sy,

la derivata prima diviene sempre piu deltiforme.

dove § (t — t1) € la funzione delta di Dirac centrata in t;.
Per quanto visto, anche per valori finiti di S5 non e piu valida I’approssimazione:

de z(t+A)—x(1)
dt A

Infatti, in fig. 58 vediamo che per A = 1 il rapporto incrementale non approssima
la derivata di = () .
Solo diminuendo A si ottiene 'approssimazione voluta. Ad esempio, in fig. 58

riportiamo i medesimi andamenti per A = 1071
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‘ t
W

Figure 57: Andamento della derivata di = (¢) per Sy = 10 e del rapporto incre-

z(t+A)—z(t)
A

mentale per A =1 (curva a campana rovesciata,).

: t
V

Figure 58: Andamento della derivata di = (¢) per fg = 10 e del rapporto incre-

mentale w per A = 1071,
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